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                                        ВСТУП

Просторові тіла обертання з пасивних (без п‘єзоефекту) і п‘єзоактивних матеріалів знаходять широке застосування в багатьох галузях науки й техніки: в космічній техніці, в авіа -, автомобіле-, судно -, машинобудуванні, цивільному будівництві, радіоелектроніці і т. п. При дії на них механічних чи електричних гармонічних навантажень з частотою, близькою до резонансної, в таких тілах виникають інтенсивні коливання, які можуть привести до руйнування конструкції із-за втоми, температури та механічного руйнування. З явищем підвищення температури в результаті внутрішніх втрат механічної енергії – дисипативним розігрівом – вже давно зіткнулись при дослідженні роботоздатності гумових і гумо-металевих амортизаторів. Особливо важливу роль дисипативний розігрів відіграє при резонансних коливаннях. Врахування температури дисипативного розігріву приводить до необхідності постановки і розв’язку так званих зв’язаних задач механіки деформівного твердого тіла, коли необхідно враховувати взаємодію механічних, електричних і температурних полів. Основні досягнення з термомеханіки зв’язаних полів при моногармонічному навантаженні пов’язані з роботами співробітників Інституту механіки ім. С.П.Тимошенка НАН України. Цим питанням присвячено багатотомне видання “Механика связанных полей в элементах конструкций: в 5–ти т./Под общей редакцией А.Н.Гузя  (1987 – 1989)” [29, 33, 72, 103, 182], а також серія оглядів співробітників Інституту механіки [ 55, 63, 66, 154, 159, 203]. Загальна постановка цих задач приводить до складних нелінійних крайових задач для інтегро-диференціальних рівнянь в частинних похідних. Для спрощення таких постановок потрібно враховувати специфіку гармонічних процесів в дисипативних системах з розподіленими параметрами, яка полягає в швидкому встановленні гармонічного деформування з частотою механічного навантаження. Як правило, при дослідженні нелінійних коливань механічних дисипативних систем з розподіленими параметрами в рамках загальної постановки застосовується метод розділення змінних, коли розв’язок системи інтегро-диференціальних рівнянь з частинними похідними шукається у вигляді розкладу по деякій повній системі функцій координат і вихідна задача зводиться до систем звичайних інтегро-диференціальних рівнянь за часом, до яких застосовуються асимптотичні або чисельні методи для дослідження нелінійних коливань. Саме такий підхід використано в більшості робіт, в яких досліджуються нелінійні коливання в механічних дисипативних системах з розподіленими параметрами, зокрема в роботах з нелінійних коливань елементів конструкцій з врахуванням нелінійного тертя, яке описується з використанням різного роду нелінійних моделей. 

Якщо врахувати вказаний вище факт швидкого встановлення коливань з частотою навантаження, то можна застосувати інший підхід для дослідження нелінійних коливань механічних систем з розподіленими параметрами, коли до вихідної системи нелінійних рівнянь з частинними похідними застосовується метод розділення змінних і розв’язок з самого початку представляється у вигляді моногармонічних функцій за часом, але з невідомими коефіцієнтами, які залежать уже тільки від координат. В результаті такого підходу замість інтегро-диференціальних рівнянь одержимо систему диференціальних рівнянь з частинними змінними по координатах, до якої вже можна застосовувати розроблені в механіці деформівного твердого тіла чисельні та аналітичні методи. При цьому вважається, що вихідні визначальні рівняння, які описують механічну поведінку матеріалу для загальних історій деформування, відомі.  Наприклад, для в’язкопружних матеріалів це можуть бути нелінійні диференціальні або інтегральні рівняння Вольтера. Для пружно-пластичних і в’язкопружно-пластичних матеріалів можна застосувати теорію малих пружно-пластичних деформацій, різного роду моделі теорії течії тощо. Але можна піти далі і, прийнявши гіпотезу про моногармонічність механічного процесу при моногармонічному навантаженні, спочатку побудувати теорію визначальних рівнянь для непружних матеріалів для цього специфічного класу історій деформування. Ця теорія буде набагато простіша від вказаних вище загальних або “повних” теорій, які описують поведінку матеріалу для більш загальних історій деформування, ніж моногармонічні. Доповнивши ці рівняння універсальними співвідношеннями механіки для моногармонічного процесу – рівняннями руху, кінематичними співвідношеннями, граничними умовами – можна одержати замкнуту систему рівнянь, яка описує нелінійні моногармонічні процеси в дисипативних системах з розподіленими параметрами. Застосувавши до загальних визначальних рівнянь інтегрального типу методи нелінійної механіки, можна одержати нелінійні алгебраїчні комплексні визначальні рівняння, аналогічні визначальним рівнянням лінійної теорії в’язкопружності, але з залежними від амплітуд деформацій комплексними характеристиками. При цьому має місце принцип відповідності, аналогічний принципу відповідності для лінійних в’язкопружних матеріалів, який полягає в тому, що в рівняннях теорії пружності необхідно замінити механічні характеристики матеріалу на комплексні і перейти до запису рівнянь в комплексній формі. Такий підхід приводить до концепції комплексних характеристик – потужного методу дослідження вимушених коливань в конструкціях з непружних матеріалів. При використанні цієї концепції з самого початку вважають, що дійсні і уявні частини компонент тензора напружень є функціями дійсних та уявних частин компонент тензора деформацій. При цьому визначальні рівняння приймають алгебраїчну форму з деякими функціями і параметрами, які, як і в теорії пружності та в теорії малих пружнопластичних деформацій, визначаються з експериментів. При такій постановці для розв’язування нелінійних задач можна використати математичні методи, розроблені в теорії малих пружно – пластичних деформацій в поєднанні з чисельними методами, наприклад методу дискретної ортогоналізації чи методу скінченних елементів.   

Але потрібно завжди мати на увазі, що при  стаціонарних моногармонічних коливаннях в рамках такого наближення в дисипативній системі появляється нова польова величина – температура дисипативного розігріву, обумовлена гістерезисними втратами в непружному матеріалі. При цьому її рівень залежить від багатьох факторів: розмірів тіла, рівня деформацій, характеру теплообміну з зовнішнім середовищем тощо. Наприклад, при ідеальній теплоізоляції температура дисипативного розігріву буде рости до нескінченності при будь-якому рівні гармонічних деформацій. Для побудови замкнутої термомеханічної теорії механічні рівняння повинні бути доповнені рівнянням енергії. Для моногармонічних процесів воно має вигляд рівняння теплопровідності з джерелом тепла, породженим дисипативною функцією, для якої також повинно бути записано визначальне рівняння. Для таких процесів дисипативна функція, як правило, дорівнює осередненій за період потужності і записується в алгебраїчній формі через напруження і деформації. Таким чином, якщо зв’язок між напруженнями і деформаціями відомий, то стає відомим і визначальне рівняння для дисипативної функції. При цьому всі параметри визначальних рівнянь можуть бути  функціями температури, а дисипативна функція є складною алгебраїчною функцією амплітуд деформацій і температури.  

Із-за суттєвої залежності характеристик багатьох матеріалів, зокрема полімерних, від температури дисипативний розігрів може суттєво вплинути на термомеханічні процеси в непружних тілах. Як показано, наприклад,  в класичних роботах з фізики діелектриків, при моногармонічному електричному навантаженні в системі може мати місце різкий ріст температури із-за порушення балансу між теплоутворенням в результаті гістерезисних втрат і теплообміном з зовнішнім середовищем, коли стаціонарного теплового стану взагалі не існує і  має місце теплове руйнування тіла. Аналогічні явища в термомеханіці непружних матеріалів почали досліджуватись значно пізніше. 

В даній роботі розглянуто два типи фізичної нелінійності, які мають місце у визначальних рівняннях для непружних матеріалів в моногармонічному наближенні: нелінійність першого типу породжується залежністю властивостей матеріалу від температури та нелінійною залежністю дисипативної функції від температури та амплітуд деформацій (чи напружень); нелінійність другого типу породжується залежністю комплексних характеристик матеріалу від амплітуд деформацій (чи напружень) та нелінійною залежністю дисипативної функції від амплітуд деформацій. Нелінійності обох типів мають місце як для полімерних, так і для металевих матеріалів. Проте нелінійність першого типу більш типова для полімерних матеріалів, багато з яких дуже чутливі до зміни температури. До того ж полімерні матеріали мають суттєві гістерезисні втрати уже при досить малих амплітудах деформацій, в той час як багато металевих матеріалів при таких деформаціях мають незначні гістерезисні втрати. Нелінійність же другого типу більш типова для металевих матеріалів, для яких залежність комплексних характеристик від амплітуд деформацій має більший вплив на їх поведінку, ніж залежність властивостей від температури. При досягненні деформаціями меж пластичності втрати різко зростають і відповідно температура розігріву теж різко зростає. Тому інженерні конструкції не  повинні працювати в таких умовах, особливо при високих, зокрема резонансних частотах.

Температура дисипативного розігріву може суттєво змінити електро-механічну поведінку конструкції із-за температурної залежності властивостей багатьох пасивних і п’єзоактивних матеріалів. При досягненні температурою точок фазового переходу, наприклад, температури плавлення пасивного матеріалу або точки Кюрі активного матеріалу конструкція  перестає виконувати своє функціональне призначення. Явище дисипативного розігріву особливо небезпечне при резонансних коливаннях, коли  внаслідок таких специфічних особливостей багатьох пасивних матеріалів, як значні гістерезисні втрати й низька теплопровідність, залежність їх властивостей від температури, механічні коливання супроводжуються, як правило, значним підвищенням температури. 

Поряд з потребами техніки, необхідність у вивченні впливу фізичної нелінійності обох типів на динамічні характеристики просторових непружних тіл обертання при їх вимушених коливаннях диктується і внутрішньою логікою розвитку механіки деформівного твердого тіла, бо це дозволяє вивчити більш широке коло явищ в них, дослідити вплив фізичної нелінійності на динамічні характеристики просторових тіл обертання, дати оцінку меж застосування постановок задач про пасивне та активне демпфування коливань без врахування фізичної нелінійності. Тому виникає необхідність враховувати вплив вказаних типів нелінійностей на динамічні характеристики непружних тіл обертання. Проте в літературі практично повністю відсутні роботи, в яких досліджувалось би ці питання.

Зв’язана задача про коливання і дисипативний розігрів просторових непружних тіл має важливе значення при дослідженні пасивного демпфування коливань елементів конструкцій, при зварюванні пластмасових виробів за допомогою ультразвуку [174]; при  дослідженні термомеханічного стану просторових тіл з композитних матеріалів на полімерній основі [34, 88] та оцінці роботоздатності великогабаритних шин [164] і ракетних двигунів на твердому паливі [100] ; в гіпертермії [196], при оцінці робото здатності п’єзоелементів тощо.

ЧАСТИНА I. РОЗРОБКА МОДЕЛЕЙ І ЧИСЕЛЬНО–АНАЛІТИЧНИХ МЕТОДІВ ДОСЛІДЖЕННЯ ВИМУШЕНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОЛИВАНЬ І ДИСИПАТИВНОГО РОЗІГРІВУ ТРИВИМІРНИХ ТІЛ ОБЕРТАННЯ З НЕПРУЖНИХ ПАСИВНИХ МАТЕРІАЛІВ

  В ЧАСТИНІ 1 розроблено математичні моделі і чисельно-аналітичні методи дослідження вимушених резонансних коливань тривимірних тіл обертання з не- пружних пасивних матеріалів. Подано короткий огляд з цих питань. В основу моделювання термомеханічного стану непружних тіл при гармонічному деформуванні покладено концепцію комплексних характеристик, які залежать від температури та амплітуд деформацій. 
РОЗДІЛ 1. ОГЛЯД ДОСЛІДЖЕНЬ З МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ ВИМУШЕНИХ КОЛИВАНЬ ТА ДИСИПАТИВНОГО РОЗІГРІВУ ПРОСТОРОВИХ ТІЛ ОБЕРТАННЯ З ПАСИВНИХ ФІЗИЧНО НЕЛІНІЙНИХ МАТЕРІАЛІВ
1.1. Математичні моделі вимушених резонансних коливань і просторових тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів 

Як у всякій задачі механіки деформівного твердого тіла, фундаментальним питанням при постановці задач про вимушені резонансні коливання просторових тіл обертання з фізично нелінійних непружних матеріалів є питання про рівняння стану для таких матеріалів. 

Питання про періодичні, зокрема моногармонічні коливання має принципове значення при дослідженні механічної поведінки нелінійних механічних систем, яка описується нелінійними системами звичайних диференціальних рівнянь. Цьому питанню присвячено фундаментальні роботи таких видатних математиків, як А.Пуанкаре, Е.Ван дер Поль, О.М.Ляпунов, М.М.Крилов, М.М.Боголюбов, Ю.О.Митропольський, А.М.Самойленко та ін., огляд яких можна знайти в монографіях [6, 7, 98, 99]. Узагальнення і застосування математичних результатів, одержаних в цих роботах для механічних систем з зосередженими параметрами, на системи з розподіленими параметрами висвітлено в багатьох роботах математиків і механіків [6, 7, 97-99]. Як правило, при дослідженні нелінійних коливань непружних механічних систем з розподіленими параметрами застосовується метод розділення змінних, коли розв’язок системи диференціальних чи інтегро-диференціальних  рівнянь з частинними похідними шукається у вигляді розкладу по деякій повній системі функцій координат і вихідна задача зводиться до систем звичайних диференціальних чи інтегро-диференціальних рівнянь за часом, до яких застосовуються асимптотичні або чисельні методи для дослідження нелінійних коливань. Такий підхід дозволяє, в якійсь мірі, дослідити межі застосування моногармонічного наближення. Саме такий підхід використано в більшості робіт, в яких досліджуються нелінійні коливання в механічних системах з розподіленими параметрами [97], зокрема в роботах з нелінійних коливань елементів конструкцій з врахуванням нелінійного тертя, яке описується з використанням різних нелінійних моделей, зокрема моделі Н.Н.Давиденкова [95, 118-122]. Для застосування цього підходу потрібно знати визначальні рівняння для непружних матеріалів, які описують термомеханічні, в тому числі і зв’язані процеси при довільних історіях деформування. Цим питанням присвячені фундаментальні роботи В.Т.Грінченка, А.Ф.Улітка, М.О.Шульги [28], О.М.Гузя [33], О.А.Ільюшина [47,48], О.Ю.Ішлінського [49], Р. Крістенсена [87], В.В.Москвітіна [100-102], Я.С.Підстригача [136], Б.Є.Победрі [48,123-135,], Ю.М.Работнова [139], Г.М.Савіна та Я.Я.Рущицького [141], Л.І.Сєдова [146,147], К.Трусделла [167], Л.П.Хорошуна [175-178], Ю.М.Шевченка [180-182], B.Coleman [192], W.N.Findley, J.S.Lai, K.Onaran [197], F.J. Lockett [207], C. Truesdell, W.Noll [211] тощо.

В цих роботах намічено як загальні підходи до побудови визначальних рівнянь непружних матеріалів, так і запропоновано конкретні варіанта визначальних рівнянь для моделювання термомеханічної поведінки непружних матеріалів при різних історіях деформування. Якщо розглядається зв’язана задача термомеханіки, коли враховується взаємодія механічних і теплових полів, то механічні визначальні рівняння потрібно доповнити визначальним рівнянням для дисипативної функції. Ця досить складна проблема розв’язана в монографії О.А.Ільюшина, Б.Є.Победрі [48] шляхом використання елементарних моделей тіла, яке складається з поршнів та пружин. При такому підході автоматично задовольняються закони термодинаміки. 

Але зв’язаність механічних і теплових полів найбільш яскраво проявляється при тривалому механічному моногармонічному навантаженні. Якщо вважати, що виконуються умови, при яких моногармонічне наближення має місце і які встановлено в згаданих вище математичних роботах, то до вихідної системи нелінійних рівнянь з частинними похідними, одержаної з використанням вказаних вище визначальних рівнянь непружних матеріалів, застосовується метод розділення змінних і розв’язок представляється з самого початку у вигляді моногармонічних функцій за часом, але з невідомими коефіцієнтами, які залежать уже від координат. В результаті такого підходу одержимо систему диференціальних рівнянь з частинними похідними по координатах, до якої вже можна застосовувати розроблені в механіці деформівного твердого тіла чисельні та аналітичні методи. При такому підході вважається, що визначальні рівняння, які описують механічну поведінку матеріалу, відомі. Наприклад, для в’язкопружних матеріалів це можуть бути нелінійні диференціальні або інтегральні рівняння Вольтерра. Для пружно-пластичних і в’язкопружно - пластичних матеріалів можна застосувати теорію малих пружно-пластичних деформацій, різного роду моделі теорії течії тощо. Але можна піти далі і, прийнявши гіпотезу про моногармонічність механічного процесу при моногармонічному навантаженні, спочатку побудувати теорію визначальних рівнянь для непружних матеріалів для цього специфічного класу історій деформування. Ця теорія буде набагато простіша від вказаних вище загальних або “повних” теорій, які описують поведінку матеріалу для більш загальних історій деформування, ніж моногармонічні. Доповнивши ці рівняння універсальними співвідношеннями механіки для моногармонічного процесу – рівняннями руху, кінематичними співвідношеннями, граничними умовами – можна одержати замкнуту систему рівнянь, яка описує нелінійні моногармонічні процеси в системах з розподіленими параметрами. Такий підхід було застосовано, наприклад, в монографії В.О.Пальмова [118] для моделювання внутрішнього тертя в матеріалах і дослідження коливальних процесів в механічних системах з тертям. При цьому для моделювання гістерезисних втрат в матеріалі він використав теорію мікропластичності О.Ю.Ішлінського [48]. Застосувавши до визначальних рівнянь О.Ю.Ішлінського асимптотичні методи нелінійної механіки, В.О.Пальмов одержав нелінійні алгебраїчні комплексні визначальні рівняння, аналогічні визначальним рівнянням лінійної теорії в’язкопружності, але з залежними від амплітуд деформацій комплексними характеристиками. При цьому він встановив принцип відповідності, аналогічний принципу відповідності для лінійних в’язкопружних матеріалів, який полягає в тому, що в рівняннях теорії пружності необхідно замінити механічні характеристики матеріалу на комплексні і перейти до запису рівнянь в комплексній формі. Цей підхід було узагальнено в монографіях [59, 62, 72, 66, 67] при побудові термомеханічних моделей в’язкопружних (без п’єзоефекту) і активних (з п’єзоефектом) матеріалів. В цих монографіях використано два підходи – перший з них полягає у використанні повних моделей в’язкопружності того чи іншого типу і побудові на їх основі визначальних рівнянь для моногармонічного деформування. При використанні другого підходу зроблено наступний крок, який полягає у відмові від будь – яких повних визначальних рівнянь і побудові замкнутої теорії визначальних рівнянь для моногармонічних процесів деформування в дисипативних матеріалах незалежно від природи дисипації в матеріалі, які можуть бути в’язкопружними, пружно-пластичним, в’язкопружно-пластичними. При цьому по аналогії з теорією визначальних рівнянь пружнопластичних матеріалів вважається, що дійсні і уявні частини компонент тензора напружень являються функціями дійсних та уявних частин компонент тензора деформацій. Досліджено умови, при яких одержані таким чином визначальні рівняння можуть бути записані в комплексній формі, а також умови потенціальності цих рівнянь, коли визначальні рівняння можуть бути одержані через похідні від деяких скалярних функцій, які можна назвати потенціалами. При такому підході визначальні рівняння приймають алгебраїчну форму з деякими функціями і параметрами, які, як і в теорії пружності та в теорії малих пружнопластичних деформацій, визначаються з експериментів. 

В розвиток одержаних таким чином результатів, в роботах [41-43,148-150, 152, 153, 155-159] для визначення комплексних характеристик була використана суттєво нелінійна модель, яка описує макропластичні непружні деформації і яка побудована в рамках узагальнених теорій течії [188–189, 191]. З використанням повних визначальних рівнянь цієї моделі була удосконалена асимптотична методика одержання комплексних характеристик. і з використанням розроблених у відділі термопружності Інституту механіки ім.С.П.Тимошенка НАН України (ІМ) скінченно-елементних програм розв’язано широке коло конкретних задач з метою обґрунтування моногармонічного наближення. Розрахунки показали, що результати, одержані з використанням повної нелінійної моделі, з високою точністю співпадають з результатами, одержаними з використанням моногармонічного наближення. Детальний аналіз робіт, присвячених обґрунтуванню моногармонічного наближення з використанням вказаної моделі, представлено в оглядовій статті [158].

Але при дослідженні стаціонарних моногармонічних коливань в рамках такого наближення в дисипативній системі з’являється нова польова величина  – температура дисипативного розігріву, обумовлена гістерезисними втратами в непружному матеріалі. Для побудови замкнутої термомеханічної теорії механічні рівняння повинні бути доповнені рівнянням енергії. Для моногармонічних процесів воно має вигляд рівняння теплопровідності з джерелом тепла, породженим дисипативною функцією, для якої також повинно бути записано визначальне рівняння. Для таких процесів дисипативна функція, як правило, дорівнює осередненій за період потужності і записується в алгебраїчній формі через напруження і деформації. Таким чином, якщо зв’язок між напруженнями і деформаціями відомий, то стає відомим і визначальне рівняння для дисипативної функції. При цьому всі параметри визначальних рівнянь можуть бути функціями температури, а дисипативна функція є складною алгебраїчною функцією амплітуд деформацій і температури. 

Результати останніх досліджень з нелінійної термомеханіки непружних пасивних (без п’єзоефекту) та активних (з п’єзоефектом) тіл в моногармонічному наближенні представлено в монографії [59]. В ній при побудові термомеханічних моделей нелінійних коливань застосовується другий з вказаних вище підходів, коли приймається гіпотеза про моногармонічність процесу коливань, будується теорія визначальних рівнянь для таких процесів і потім подається постановка задач про нелінійні термомеханічні коливання з врахуванням дисипативного розігріву.

Температура дисипативного розігріву може суттєво вплинути на термомеханічні процеси в непружних тілах. Основні результати по дослідженню нелінійних термомеханічних коливань непружних тіл з врахуванням дисипативного розігріву одержано в роботах співробітників Інститут механіки імені С.П.Тимошенка НАН України. Результати досліджень з термомеханіки нелінійних коливань непружних тіл представлено в названих вище монографіях [29, 33, 72, 103, 182] і оглядових статтях [53, 61, 65, 153, 158, 203]. 

В цих монографіях і статтях розглянуто питання про моногармонічне наближення в термомеханіці непружних тіл при дії на них моногармонічного навантаження. Для обґрунтування гіпотези про моногармонічність використано підхід, традиційний для механіки деформівного твердого тіла, коли:     1) пропонується деяка теоретична модель термомеханічної поведінки матеріалу, тобто визначальні рівняння; 2) розробляється експериментально-теоретична програма для визначення функцій і параметрів визначальних рівнянь цієї моделі з використанням розв’язку найпростіших одновимірних задач; 3) в рамках вказаної моделі, розв’язуються більш складні задачі, які виходять за межі цих одновимірних задач; 4) одержані результати для цих більш складних задач порівнюються з відповідними їм експериментальними результатами; 5) на основі порівняння експериментальних і теоретичних результатів робляться висновки про достовірність запропонованої моделі. Із-за відсутності необхідних експериментальних даних їх роль відіграють результати, одержані з використанням повної суттєво нелінійної моделі узагальненої теорії течії. Для реалізації вказаної програми потрібно визначити всі параметри повної нелінійної моделі; на основі цієї моделі з використанням асимптотичних методів нелінійної механіки одержати визначальні рівняння спрощеної моделі, яка базується на припущенні про моногармонічність механічного процесу; з використанням повної і спрощеної моделей  розв’язати одновимірні задачі і знайти параметри спрощеної моделі; на основі повної і спрощеної моделей одержати розв’язки задач для випадків, які виводять за межі вказаних одновимірних задач; порівняти результати цих розв’язків і зробити висновки про достовірність моногармонічного наближення. 

У вказаних роботах подано постановку зв’язаних задач термомеханіки про коливання і дисипативний розігрів непружних тіл. 

У даній монографії  розглянуто два типи нелінійностей, які мають місце у визначальних рівняннях для непружних матеріалів в моногармонічному наближенні: нелінійність першого типу породжується залежністю комплексних характеристик матеріалу від температури та нелінійною залежністю дисипативної функції від температури та амплітуд деформацій; нелінійність другого типу породжується лише залежністю властивостей матеріалу від амплітуд деформацій та нелінійною залежністю дисипативної функції від амплітуд деформацій. Нелінійності обох типів мають місце як для полімерних, так і для металічних матеріалів. Проте нелінійність першого типу більш типова для полімерних матеріалів, для яких залежність комплексних характеристик від температури має більший вплив на їх поведінку, ніж залежність властивостей від амплітуд. Нелінійність же другого типу більш типова для металевих матеріалів. До того ж полімерні матеріали мають суттєві гістерезисні втрати уже при досить малих амплітудах деформацій, в той час як багато металевих матеріалів при таких деформаціях мають незначні гістерезисні втрати. При досягненні ж деформаціями меж пластичності втрати різко зростають і відповідно температура розігріву теж різко зростає. Тому інженерні конструкції не повинні працювати в таких умовах, особливо при високих, зокрема резонансних частотах. В зв’язку з цим при розв’язуванні зв’язаних задач термомеханіки для тіл з металевих матеріалів потрібно віддати перевагу моделям з мікропластичними деформаціями типу моделей, розроблених В.О.Пальмовим [118], коли рівень температури дисипативного розігріву не перевищує розумних меж. 

Як відомо, універсальні рівняння термомеханіки вже давно відомі. Основна проблема при постановці зв’язаних задач полягає в установленні зв’язку між напруженнями і деформаціями в непружному матеріалі при тих чи інших історіях деформування. До того ж потрібно знати визначальне рівняння для дисипативної функції. Якщо ці рівняння відомі, то з використанням універсальних співвідношень – кінематичних, рівнянь руху рівняння енергії, механічних та теплових умов, рівнянь сумісності деформацій – можна дати постановку задач термомеханіки в зміщеннях чи напруженнях. Постановка просторових задач механіки для в’язкопружних лінійних і нелінійних матеріалів подана в названих вище роботах. При врахуванні зв’язаності механічних і теплових полів постановка задач значно ускладнюється. При моногармонічних процесах деформування дисипативна функція з великою точністю дорівнює осередненій за період потужності і як, показано в монографіях [63, 67, 138], повністю визначається зв’язком між напруженнями і деформаціями. Зв’язаність механічних і теплових полів найбільш яскраво проявляється якраз при тривалих гармонічних навантаженнях. Якщо зв’язок між амплітудами напружень і деформацій встановлено, то по аналогії з механічними задачами можна дати постановку зв’язаних задач в зміщеннях та напруженнях, додавши до рівнянь механіки рівняння енергії з джерелом тепла, яке дорівнює дисипативній функції. 

1.2. Чисельно-аналітичні методи розв’язування задач про вимушені коливання і дисипативний розігрів просторових тіл обертання з пасивних фізично нелінійних матеріалів

Як вказано вище, задача про коливання і дисипативний розігрів непружних матеріалів з врахуванням вказаних двох типів нелінійностей зводиться до розв’язування складних нелінійних комплексних систем диференціальних рівнянь. Найбільш ефективними для їх розв’язування є чисельно-аналітичні методи, які базуються на використанні ітераційних методів в поєднанні з методом скінченних елементів чи інших чисельних методів, наприклад, методу дискретної ортогоналізації. За допомогою ітераційних процедур вихідна нелінійна задача зводиться до послідовного розв’язування лінійних задач про вимушені коливання в’язкопружного тіла та лінійних задач теорії теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язування вказаних лінійних задач використано метод скінченних елементів. При реалізації такого підходу використано ітераційні методи покрокового інтегрування та узагальнений метод змінних параметрів пружності, який широко використовується для розв’язування нелінійних задач теорії пластичності [4, 126, 132-134, 142, 143, 180-182]. Для покращення збіжності ітераційних процесів використано метод Стефенсена – Ейткена [138].  В роботах [59, 83, 138] цей підхід знайшов широке застосування при розв’язуванні нелінійних осесиметричних і плоских задач термов’язкопружності.   

Метод скінченних елементів для розв’язування одновимірних зв’язаних динамічних задач термов’язкопружності запропоновано в роботі [194]. Цей же метод розвинуто для розв’язування квазістатичних задач в монографії [73], в якій подано детальний огляд скінченно-елементних методів розв’язування  задач механіки еластомірів, в тому числі й для  розрахунку температури дисипативного розігріву при гармонічному квазістатичному деформуванні. Метод скінченних елементів для розв’язування двовимірних зв’язаних задач термомеханіки та термоелектромеханіки розроблено співробітниками Інституту механіки ім. С.П.Тимошенка НАНУ [43, 59,67, 72, 83].

В літературі відсутні роботи по розробці методу розв’язування зв’язаних динамічних задач про коливання і дисипативний розігрів просторових тіл обертання. Тому актуальною задачею є розробка чисельно - аналітичних методів дослідження вимушених гармонічних коливань і дисипативний розігрів для просторових тіл обертання з фізично нелінійних непружних матеріалів. 

1.3. Розв’язок конкретних задач та дослідження впливу зв’язаності полів на термомеханічну поведінку пасивних непружних тіл при гармонічному навантаженні.

Перші результати по розігріву непружних тіл при гармонічному електричному навантаженні були виконані спеціалістами в галузі фізики діелектриків [26, 171]. В цих роботах були виявлені основні особливості поведінки температури дисипативного розігріву при гармонічному електричному навантаженні, зокрема явище теплового вибуху, коли при порушенні балансу між теплоутворенням в тілі в результаті гістерезисних втрат і відводом тепла в зовнішнє середовище спостерігалось явище різкого росту температури, яке закінчувалось тепловим пробоєм діелектрика. Очевидно, що таке явище може мати місце і при гармонічному механічному навантаженні в’язкопружного тіла. І дійсно, воно було вперше виявлено теоретично й експериментально в роботах [13, 140, 183, 184] на найпростіших об’єктах типу стержня. Після цих робіт було виконані роботи [8-11, 15-17, 31-32,35-37, 106-113, 201, 210, 212], в яких також розв’язувались найпростіші одновимірні задачі. Найбільш цілеспрямована робота по дослідженні коливань і дисипативного розігріву непружних тіл при гармонічному деформуванні була проведена співробітниками  Інституту механіки ім. С.П.Тимошенка  Жуком Я.О.,  Карнауховим В.Г., Коваленком А.Д., Козловим В.І., Михайленком В.В., Сенченковим І.К. Ними була проведена велика робота по постановці нових задач про коливання і дисипативний розігрів елементів конструкцій з непружних матеріалів, розробці методів розв’язування цих задач, дослідженню нових ефектів, до яких приводить врахування впливу зв’язаності полів. Результати цих досліджень опубліковано в монографіях [34, 59, 62,63,72] та багатьох оглядових статтях [ 19, 43, 53-55, 59-63, 65-68,71]. 

Проте із-за відсутності методів розв’язування просторових задач про коливання і дисипативний розігрів непружних тіл обертання, в літературі відсутні роботи по розв’язуванню конкретних задач та дослідженню впливу зв’язаності полів на термомеханічну поведінку непружних тривимірних просторових тіл при гармонічному навантаженні.

В даній роботі поставлена мета усунути цей недолік. 

1.4. Висновки до розділу 1.

З проведеного огляду опублікованих на сьогодні робіт по розробці теорії і методів дослідження вимушених резонансних коливань непружних просторових тіл обертання можна зробити такі висновки: 1) відсутня постановка задач про вимушені резонансні коливання просторових тіл обертання з фізично нелінійних непружних матеріалів двох типів; 2) не розроблено чисельно-аналітичні методи розв’язування задач про вимушені резонансні коливання просторових тіл обертання з фізично нелінійних непружних матеріалів; 3) не розв’язані конкретні задачі про вимушені резонансні коливання просторових тривимірних тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів; 4) не досліджено вплив фізичної нелінійності двох типів на динамічні характеристики вимушених резонансних коливань просторових тіл обертання: амплітудно-, температурно – частотні характеристики, залежність коефіцієнта демпфування від частоти. 

В даній монографії будуть викладені результати досліджень цих питань.

РОЗДІЛ 2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ ПРО ВИМУШЕНІ РЕЗОНАНСНІ КОЛИВАННЯ ПРОСТОРОВИХ ТІЛ ОБЕРТАННЯ З ПАСИВНИХ ФІЗИЧНО НЕЛІНІЙНИХ НЕПРУЖНИХ МАТЕРІАЛІВ

В даному розділі подано постановку задач про вимушені резонансні коливання просторових тіл обертання з фізично нелінійних непружних матеріалів. Для постановки цих задач використано концепцію комплексних характеристик. При цьому розглядається два типи нелінійності: нелінійність першого типу породжується залежністю властивостей матеріалу від температури та нелінійною залежністю дисипативної функції від температури та амплітуд деформацій (чи напружень); нелінійність другого типу породжується залежністю комплексних характеристик матеріалу від амплітуд деформацій (чи напружень) та нелінійною залежністю дисипативної функції від амплітуд деформацій. Нелінійності обох типів мають місце як для полімерних, так і для металевих матеріалів. Проте нелінійність першого типу більш типова для полімерних матеріалів, багато з яких дуже чутливі до зміни температури. Нелінійність же другого типу більш типова для металевих матеріалів, для яких залежність комплексних характеристик від амплітуд деформацій має більший вплив на їх поведінку, ніж залежність властивостей від температури. Для одержання аналітичних виразів для комплексних характеристик першого типу використана модель пластичності з лінійним зміцненням. Визначальні рівняння будуються аналогічно теорії малих пружно пластичних деформацій, коли спочатку будуються комплексні рівняння стану для одновимірного випадку, а для тривимірного випадку рівняння одержано шляхом заміни деформацій (чи напружень) другим інваріантом, потім в комплексних характеристиках деформація замінюється на другий інваріант тензора деформацій чи напружень. Такий підхід з використанням моделі пластичності О.Ю.Ішлінського використав В.О.Пальмов в своїй монографії [118]. Для в’язкопружних фізично нелінійних матеріалів така модель розвинута в монографіях [59, 63, 138]. Обґрунтуванню концепції комплексних характеристик з використанням моделі узагальненої теорії пластичності Боднера-Партома присвячена докторська дисертація О.Я.Жука [43]. В цій дисертації на основі порівняння результатів повної теорії Боднера-Партома і одержаних на її основі комплексних характеристик одержано задовільне узгодження вказаних результатів. Таким чином, одержані на основі повної теорії результати про коливання і дисипативний розігрів елементів виступають в ролі експерименту. В цьому ж розділі наводиться також розв’язок задач про вимушені резонансні коливання одномасової непружної системи, механічна поведінка якої описується моделлю пластичності з лінійним зміцненням. Ця задача була розв’язана в роботі [190] з використанням методу осереднення Крилова – Боголюбова – Митропольського. Ця ж задача розв’язана з використанням концепції комплексних характеристик. З наведених алгебраїчних рівнянь, які описують амплітудно-частотну характеристику видно, що одержані рівняння при допомозі двох методів рівняння повністю співпадають між собою. 

2.1. Математичне моделювання термомеханічної поведінки непружних матеріалів за допомогою концепції комплексних характеристик при вимушених коливаннях

Як вказувалось вище, математичному моделюванню вимушених коливань дискретних систем присвячені класичні роботи таких видатних математиків і механіків, як А. Пуанкаре, Е. Ван дер Поль, О.М.Ляпунов, М.М. Крилов, М.М.Боголюбов, Ю.О.Митропольський, А.М.Самойленко й ін. Огляд цих робіт подано в монографіях [6, 97-99]. Зокрема, у роботі [7] М.М.Боголюбова доведена теорема про те, що у дискретних системах з в’язкістю швидко встановлюється режим гармонічних коливань. Узагальнення і застосування математичних результатів, одержаних в цих роботах для механічних систем з зосередженими параметрами, на системи з розподіленими параметрами висвітлено в багатьох роботах математиків і механіків [6, 97-99]. Одним з найбільш потужних методів дослідження вимушених одночастотних коливань непружних тіл є метод, який базується на згаданій вище концепції комплексних характеристик. 

Наведемо деякі міркування щодо обґрунтованості концепції комплексних характеристик. В лінійній теорії в’язкопружності ця концепція є загальноприйнятою і прямо витікає з інтегральних чи диференціальних рівнянь стану, якщо знехтувати короткочасним перехідним процесом і розглядати лише коливання, що встановилися. В першу чергу розглянемо одномасову суттєво нелінійну систему з непружного матеріалу, на яку діє моногармонічне механічне навантаження, а поведінка матеріалу описується моделлю пружно-пластичності з лінійним зміцненням (Рис. 2.1). При цьому задача зводиться до розв’язку нелінійного звичайного диференціального рівняння
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 В роботі [190] ця задача розв’язана методом Крилова-Боголюбова-Митропольського (КБМ). В результаті застосування цього методу одержано такий розв’язок: 
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Застосуємо до розв’язку цієї задачі концепцію комплексних характеристик. При використанні цієї концепції задача про вимушені резонансні коливання системи описується рівнянням 
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Тут 
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Підставляючи (2.5), (2.6) в рівняння (2.3) одержимо систему нелінійних 
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Рис. 2.1. Модель пружно-пластичного матеріалу з лінійним зміцненням

алгебраїчних рівнянь, яка повністю співпадає з системою рівнянь (2.2), одержаною методом КБМ. Виведемо вирази для дійсної і уявної частин комплексного модуля для матеріалу, механічна поведінка якого описується моделлю пружно-пластичного матеріалу з лінійним зміцненням (Рис.2.1). 

Використаємо позначення, зображені на Рис.2.1. В зв’язку з тим, що розглядається стаціонарний процес, вибір початкового часу, а значить і початкової точки на рис.2.1, не має ніякого значення. Будемо вважати, що час відраховується від точки 
[image: image12.wmf]B

, так що цій точці відповідає момент часу 
[image: image13.wmf].

0

1

=

t

 Нехай деформація 
[image: image14.wmf])

(

ˆ

t

e

 змінюється з часом по гармонічному закону 


[image: image15.wmf]).

(

,

cos

)

(

ˆ

const

t

t

=

=

e

w

e

e

                                       (2.7)

Рівняння лінії 
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NM:   
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Тут 
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Легко показати, що координати точок 
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Як уже вказано, точці 
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 відповідає момент часу  
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Таким чином, інтервалам часу між 
[image: image36.wmf]0

1

=

t

 і 
[image: image37.wmf],

/

2

5

w

p

=

t

 відповідають такі рівняння:

[image: image38.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

cos

2

:

)

4

;

cos

2

2

:

)

3

;

cos

2

:

)

2

;

ˆ

cos

2

ˆ

2

:

0

)

1

5

4

4

3

3

2

2

T

T

T

T

T

T

T

T

t

G

t

t

t

t

t

G

G

t

t

t

t

t

G

t

t

t

t

t

G

G

t

t

t

e

w

e

s

s

e

w

e

e

e

s

s

e

w

e

s

s

e

w

e

e

e

s

s

-

¢

+

=

£

£

+

+

+

-

¢

+

-

=

£

£

+

¢

+

-

=

£

£

-

+

-

¢

+

=

£

£

                  (2.14)

Для ідеально пластичного матеріалу 
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В моногармонічному наближенні при зміні деформацій по закону (2.7) напруження будуть змінюватись по закону 
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Дійсна та уявна частини комплексного модуля 
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[image: image42.wmf](

)

ò

=

w

p

w

s

pe

w

2

0

cos

2

tdt

t

G

R

 ;                                        (2.16)


[image: image43.wmf](

)

ò

=

w

p

w

s

pe

w

2

0

sin

2

tdt

t

G

I

                                           (2.17)

Підставляючи одержані вище вирази (2.14) для напруження 
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 в формули (2.16), (2.17) та інтегруючи по замкнутій гістерезисній петлі, після громіздких викладок знайдемо
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де дійсна та уявна частини комплексного модуля для ідеально пластичного матеріалу, коли 
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Тут 
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У цих формулах вирази для одновимірної деформації і границі міцності замінено відповідно інтенсивністю деформацій та її граничним значенням, як це робиться в деформаційній теорії пластичності. 

Як вказано вище, при гармонічному деформуванні за межами пружності температура дисипативного розігріву досягає дуже високих рівнів. Тому конструкція повинна працювати при рівнях деформацій, значно менших границі пружності, тобто в межах мікропластичності. 

Одержимо вирази для дійсної і уявної частин комплексного модуля в межах мікропластичності. Для цього застосуємо метод, аналогічний методу, викладеному в монографії В.А.Пальмова [118]. В ній комплексні модулі одержано на основі теорії ідеальної пластичності О.Ю.Ішлінського. Вважаємо, що матеріал представляє собою композит з компонентами, які мають однакові модулі 
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 Як і в роботі [118], будемо орієнтуватись на експериментальні дані по залежності коефіцієнта демпфування від деформацій і вважати, що функція розподілу границі пружності 
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Тоді густина розподілу 
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Тоді дійсна 
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де 
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Підставляючи (2.18)–(2.23) в (2.24),(2.25) і враховуючи співвідношення 
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одержимо такі вирази для дійсної та уявної частин комплексного модуля
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Використовуючи відоме співвідношення 
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з (2.27), (2.28) матимемо 
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Таким чином, залежність дійсної та уявної частин комплексного модуля зсуву від інтенсивності деформацій 
[image: image72.wmf]x

 для мікропластичних деформацій з використанням моделі пластичності з лінійним зміцненням знаходиться за формулами (2.30), (2.31). 

Для обґрунтування достовірності використання моделі теорії пластичності з лінійним зміцненням розглянемо результати досліджень, одержані в докторській дисертації [43], яка присвячена обґрунтуванню концепції комплексних характеристик з використанням моделі узагальненої в’язкопластичності. 

Для визначення складових комплексного модуля зсуву розв’язувалась повна задача про коливання одновимірних тіл з використанням вказаної вище узагальненої теорії течії. Комплексні характеристики визначались за допомогою класичного і модифікованого методу гармонічного балансу. Потім з використанням

одержаних таким шляхом комплексних характеристик розв’язувались більш складні задачі, які виходять за межі одновимірних задач, з яких визначались комплексні характеристик. Крім того, ці більш складні задачі розв’язувались з використанням повної моделі. Порівняння результатів розв’язку повної і спрощеної задач свідчить про високу точність результатів, одержаних з використанням концепції комплексних характеристик. Таким чином, результати розв’язку повної задачі виступають в якості експериментальних даних. Вказані задачі розв’язано для алюмінієвого сплаву АМГ–6 і сталі. 

[image: image697.emf]
Результати розрахунків з використанням повної моделі показують, що для циклічно стабільних матеріалів при тривалому моногармонічному навантаженні залежність між напруженнями і деформаціями має вигляд, представлений на Рис. 2.2. Як бачимо, ця залежність дуже близька до результатів, які дає модель ідеальної пластичності або пластичності з невеликим зміцненням. Це свідчить про обґрунтованість представлених вище результатів, одержаних з використанням моделі пластичності з лінійним зміцненням. 

Детальне обговорення питань, пов’язаних з обґрунтуванням концепції комплексних характеристик на основі порівняння результатів розрахунків з використанням повної і спрощеної моделей викладено в огляді [148, 149]. 

2..2. Постановка задач про вимушені резонансні коливання і дисипативний розігрів непружних просторових тіл з врахуванням нелінійності другого типу 

Як вказувалось вище, в даній роботі розглядаються задачі про коливання і дисипативний розігрів фізично нелінійних просторових тіл обертання у моногармонічному наближенні. Розглядаються два типи фізичної нелінійності. Ми подамо спочатку постановку задачі про коливання і дисипативний розігрів для випадку фізичної нелінійності другого типу. Постановка задачі для тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів першого типу буде розглянута, як частковий випадок. Під моногармонічним наближенням розуміється сума перших трьох складових у розкладі напружень і деформацій у ряди Фур’є:
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Якщо контрольованою величиною є деформація, то з врахуванням (2.32) – (2.34) одержимо визначальні рівняння для моногармонічного наближення
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Як вказано вище, амплітудні рівняння (2.4) мають дві інтерпретації [59, 138]: 1) вони можуть бути одержані на основі тих чи інших повних визначальних рівнянь матеріалу; 2) вони можуть бути конкретизовані на основі прямих експериментів без використання будь-яких повних визначальних рівнянь. Для одержання визначальних рівнянь на основі повної моделі використано як стандартну, так і модифіковану техніку осереднення.

При використанні стандартної техніки девіатор тензора напружень 
[image: image77.wmf]()
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 вважається нелінійним ізотропним функціоналом повної історії девіатора тензора деформацій 
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Для апроксимації цього функціоналу на моногармонічних історіях деформацій
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використано метод гармонічної лінеаризації з застосуванням моделі Фойгта [5, 59, 138]
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де 
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 – скалярні коефіцієнти; 
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Ці коефіцієнти визначаються з умови мінімума середньоквадратичної похибки апроксимації (2.32) на моногармонічних історіях деформації (2.33):
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де 
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 – осереднення за період коливань 
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, а 
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 – згортка двох тензорів.

З умови мінімума функції 
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одержуємо:
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де 
[image: image92.wmf]i

e

 – інтенсивність амплітуд зсувних деформацій, 
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Коефіцієнти 
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 залежать від амплітуд деформацій 
[image: image96.wmf]¢

e

, 
[image: image97.wmf]¢¢

e

, частоти 
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 і температури 
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Використовуючи для напружень одночастотну апроксимацію типу (2.32) 
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 і підставляючи її у співвідношення (2.38), приходимо до рівнянь для амплітуд:
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Співвідношення (2.42) можна представити в комплексній формі
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де 
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 – комплексний модуль зсуву; 
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 і 
[image: image105.wmf]%

e

 – комплексні амплітуди напружень та деформацій,
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Залежність 
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 від тензорів 
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 в ізотропних функціоналах типу (2.35) тензорно-лінійної структури реалізується через набір інваріантів [60, 138] 
[image: image112.wmf]e

e

e

e

e

e

¢

¢

×

¢

¢

¢

¢

×

¢

¢

×

¢

,

,

 У випадку пропорційного (монофазного) деформування за гармонічним законом залежність 
[image: image113.wmf]G
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 від 
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 суттєво спрощується і реалізується через єдиний інваріант
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Безпосередньою підстановкою легко переконатись, що в розглянутій схемі гармонічної лінеаризації наближені рівняння (2.38) еквівалентні повному рівнянню (2.35) відносно двох величин 
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Першу з них (
[image: image121.wmf]s

P

) можна розглядати як середню або максимальну за період накопичену енергію [60, 138]. Величина 
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 в усталеному періодичному процесі дорівнює середній за період коливань швидкості дисипації механічної енергії [60, 138]. Таким чином, стандартна схема лінеаризації приводить до моногармонічної моделі, яка еквівалентна повній за енергіями. Описаний вище енергетичний метод визначення 
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 не забезпечує розрахунку точних значень амплітуд (розмахів) напружень і непружних деформацій в циклі. 

Для підвищення точності розрахунку напружень 
[image: image125.wmf]s

 і непружних деформацій 
[image: image126.wmf]p
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 в статтях [148,149, 152-159] розроблена модифікована техніка визначення комплексних характеристик. Суть модифікації моделі полягає в тому, що   вирази для модулів втрат 
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 залишаються без зміни, тобто виражаються через середню за період швидкість дисипації
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де 
[image: image130.wmf]G

 – модуль зсуву.

При цьому модулі накопичення 
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 розраховуються з умов точного задоволення наближеною моделлю відповідних циклічних діаграм 
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де 
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Таким чином, комплексні характеристики моногармонічного наближення відповідно до (2.46) і (2.47) визначаються рівняннями
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і відображають суть модифікованої моделі гармонічної лінеаризації.

На основі одержаних вище визначальних рівнянь з використанням методу гармонічної лінеаризації може бути подана постановка спряженої задачі термомеханіки для нелінійних матеріалів першого типу в моногармонічному наближенні. При цьому визначальні рівняння матимуть вигляд:
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де 
[image: image143.wmf]%
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 і 
[image: image144.wmf]%
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 – комплексні амплітуди девіаторів повної деформації напруження; 
[image: image145.wmf]G

%

 – комплексний модуль зсуву; дійсні і уявні частини комплексних величин позначено (∙)' и (∙)'' відповідно.

Модуль 
[image: image146.wmf]G
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 є функцією інтенсивності тензора амплітуд деформацій 
[image: image147.wmf]2
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, частоти ω і в загальному випадку температури θ : 
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Дійсні та уявні частини комплексного модуля визначаються за формулами (2.47), (2.48) з використанням циклічних діаграм, які розраховувались шляхом  прямого чисельного інтегрування рівнянь узагальненої моделі теорії течії для одновимірного випадку задач про розтяг та зсув.

Відмітимо, що в загальному випадку спрощена модель може бути повністю конкретизована з використанням експериментальних циклічних діаграм. Як вказувалось вище, застосування нелінійної модифікованої моделі теорії течії обумовлено лише необхідністю обґрунтування моногармонічного наближення.

Рівняння спрощеної моделі (2.49) – (2.51) доповнюються комплексним аналогом рівняння коливань, які записуються у вигляді
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В наближеній постановці спряженої задачі з врахуванням фізичної нелінійності першого типу використовується осереднене за період рівняння енергії, яке при нехтуванні впливом термопружних ефектів 
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 має вигляд
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де 
[image: image154.wmf]q

 ‑ осереднена за період коливань температура.

Аналогічним чином, осереднюючи вираз для швидкості дисипації і нехтуючи ефектом «холодної роботи», одержуємо 
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Наведена система рівнянь (2.49) – (2.54) доповнюється комплексним аналогом відповідних граничних і початкових умов для температури.

Як бачимо, ця система рівнянь нічим не відрізняються від системи, одержаної раніше при постановці задач термомеханіки в моногармонічному наближенні з використанням нелінійних моделей теорії в’язкопружності [59, 138]. Одержані рівняння стану для моногармонічних процесів також не відрізняються від механічних рівнянь стану, одержаних В.О.Пальмовим з використанням моделі пластичності О.Ю.Ішлінського [118], за виключенням того, що комплексні характеристики можуть залежати від температури, хоча в названих роботах ця залежність не враховувалась. До того ж, В.О.Пальмов не враховував взаємодію механічних і теплових полів. 

У згаданих вище роботах, в яких використовувалась узагальнена модель теорії течії, залежність властивостей матеріалу від температури не враховувалась, а основна увага була зосереджена на дослідженні впливу амплітуд деформацій на комплексні характеристики. 

Для конкретизації залежності комплексних характеристик від інтенсивностей деформацій використовується одновимірна задача про зсув (кручення).

З використанням повної і наближеної постановок задач про коливання і дисипативний розігрів дисипативних тіл з пасивних матеріалів з врахуванням фізичної нелінійності другого типу було розв’язано багато конкретних задач і показано, що спрощена постановка дає досить точні результати. Огляд цих результатів представлено в статтях [148, 149, 203]. 

Слід відмітити, що визначальні рівняння для моногармонічних процесів деформування мають один і той же вигляд як для в’язкопружних матеріалів, так і для пружно-пластичних чи в’язкопружно-пластичних матеріалів, тобто вони є однаковими для всіх типів дисипативних матеріалів. 

Огляд робіт, присвячених дослідженню впливу нелінійності першого типу для полімерних тіл представлено в статтях [53, 54, 65, 71]. Якщо знехтувати залежністю властивостей матеріалу від температури, задача зводиться до послідовного розв’язування нелінійної задачі механіки з використанням нелінійних комплексних рівнянь стану, розрахунку дисипативної функції та розв’язування задачі теплопровідності з відомим джерелом тепла. Такі задачі виникають при розрахунку температури дисипативного розігріву елементів конструкцій з металічних матеріалів при рості температури в діапазоні, коли залежністю властивостей від температури можна знехтувати. 

На основі вказаного вище підходу з використанням методу скінченних елементів розв’язана зв’язана задача для циліндричної алюмінієвої панелі з врахуванням фізичної нелінійності другого типу при дії на неї гармонічного внутрішнього тиску. Одержані числові результати свідчать, що при навіть дуже великих коефіцієнтах теплообміну з зовнішнім середовищем температура  дисипативного розігріву перевищує розумні межі при стаціонарних коливаннях непружного тіла за межами пружності. 

В циліндричній системі координат задача зводиться до розв’язку рівнянь руху [74]
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На тій частині поверхні тіла 
[image: image157.wmf]p
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, де задано поверхневі сили 
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, тензор напружень задовольняє таким граничним умовам: 


[image: image159.wmf]n

n

l

p

b

b

a

a

s

=

.                                         (2.56)

Тут 
[image: image160.wmf])
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 – направляючі косинуси зовнішньої нормалі 
[image: image161.wmf]n

r

 до поверхні тіла 
[image: image162.wmf]å
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 – проекції поверхневих сил на осі циліндричної системи координат. На другій частині поверхні тіла 
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 можуть бути задані компоненти вектора зміщень.

Тензор малої деформації зв’язаний з вектором зміщень співвідношеннями Коші [74]
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Для замикання системи рівнянь (2.55), (2.57) їх необхідно доповнити рівняннями стану, які при гармонічних коливаннях в’язкопружного тіла з ізотропного в’язкопружного матеріалу мають вигляд [74]:
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де 
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Тут всі величини являються комплексними: 
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Підстановка (2.57), (2.58) в рівняння руху (2.55) і в граничні умови (2.56) дає постановку динамічної задачі про коливання в’язкопружного тіла обертання в зміщеннях. При цьому комплексна система диференціальних рівнянь в зміщеннях по формі співпадає з відповідними рівняннями для пружного тіла, якщо в них замінити всі величини на комплексні. При врахуванні залежності комплексних характеристик від температури чи амплітуд вона приймає вигляд [74]:
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[image: image170.wmf];
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 (2.59)
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Температурне поле дисипативного розігріву знаходиться з розв’язку рівняння теплопровідності [2] 
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з початковими
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і граничними умовами конвективного теплообміну з оточуючим середовищем, температура якого дорівнює 
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Тут 
[image: image177.wmf]j
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 – коефіцієнти теплопровідності, 
[image: image178.wmf]T

a

 – коефіцієнт тепловіддачі, 
[image: image179.wmf]c

 – коефіцієнт масової теплоємності матеріалу. 

Дисипативна функція D в рівнянні енергії (2.60) визначається за формулою
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Для оцінки ефективності пасивного демпфування вимушених коливань використовується інтегральна характеристика, яка є відношенням дисипованої за цикл енергії до накопиченої енергії 
[image: image181.wmf]T
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 [151]:
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)

.

2

1

ij

ij

ij

ij

T

U

e

s

e

s

¢

¢

¢

¢

+

¢

¢

=


У випадку однорідного стану при дійсному коефіцієнті Пуассона і незалежному від координат модулі зсуву ця характеристика зводиться до величини
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тобто до звичайного тангенса кута втрат матеріалу.

У випадку залежних властивостей від температури або деформацій система рівнянь (2.59), (2.60) є складною нелінійною системою диференціальних рівнянь. Якщо ж властивості матеріалу не залежать від температури, зв’язана задача зводиться до розв’язку послідовності таких задач: у випадку нелінійності другого типу потрібно спочатку розв’язати нелінійну задачу механіки для матеріалу, комплексні характеристики якого залежать від амплітуд деформацій, по цьому розв’язку знайти дисипативну функцію і потім розв’язати лінійну задачу теплопровідності з відомим джерелом тепла, яке співпадає з дисипативною функцією. 

2.3. Постановка задач про вимушені резонансні коливання просторових тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів першого типу 

Постановку задач для тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів першого типу одержимо з наведених вище рівнянь, якщо в них знехтувати залежністю механічних характеристик матеріалів від амплітуд деформацій і врахувати їх залежність від температури. При цьому на відміну від постановки зв’язаних задач для тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів другого типу, задачі механіки і теплопровідності виявляються зв’язаними. Така задача зводиться до розв’язування рівнянь (2.59) і (2.60) з відповідними початковими і граничними умовами. При цьому на відміну від фізичної нелінійності другого типу, коли спочатку потрібно розв’язати нелінійну задачу механіки, за результатами цього розв’язку розрахувати дисипативну функцію і лише після цього потрібно розв’язати задачу теплопровідності з відомим джерелом тепла, для нелінійності першого типу потрібно розв’язувати задачу механіки сумісно з рівнянням енергії.

У випадку нелінійності першого типу для незалежних від температури механічних властивостей спочатку потрібно розв’язати лінійну задачу в’язкопружності з комплексними характеристиками, по цьому розв’язку знайти дисипативну функцію і потім розв’язати лінійну задачу теплопровідності з відомим джерелом тепла, яке співпадає з дисипативною функцією. 

Таким чином, у випадку незалежних від температури властивостей друга задача є набагато простіша від першої задачі.

2.4. Висновки до Розділу 2.

В даному розділі представлено постановку нелінійних задач про коливання і дисипативний розігрів просторових тіл обертання при їх неосесиметричному навантаженні. Розглянуто два типи фізичної нелінійності. Нелінійність першого типу породжується залежністю властивостей матеріалу від температури та нелінійною залежністю дисипативної функції від температури та амплітуд деформацій (чи напружень). Нелінійність другого типу породжується залежністю комплексних характеристик матеріалу від амплітуд деформацій (чи напружень) та нелінійною залежністю дисипативної функції від амплітуд деформацій. Нелінійності обох типів мають місце як для полімерних, так і для металічних матеріалів. Проте нелінійність першого типу більш типова для полімерних матеріалів, багато з яких дуже чутливі до зміни температури. Нелінійність же другого типу більш типова для металевих матеріалів, для яких залежність комплексних характеристик від амплітуд деформацій має більший вплив на їх поведінку, ніж залежність властивостей від температури. До того ж полімерні матеріали мають суттєві гістерезисні втрати уже при досить малих амплітудах деформацій, в той час як багато металевих матеріалів при таких деформаціях мають незначні гістерезисні втрати. При досягненні ж деформаціями меж пластичності втрати різко зростають і відповідно температура розігріву теж різко зростає. Тому резонансні коливання конструкцій в межах макропластичності недопустимі. В зв’язку з цим в цьому розділі розглянута модель мікропластичності, яка базується на припущенні, що матеріал складається з мікрообластей, механічна поведінка яких описується моделлю пластичності з лінійним зміцненням і які мають межі пружності від нуля до безмежності. Виведено формули для дійсної та уявної частин такого матеріалу. Припускаючи, що розподіл меж пружності описується степеневим законом, одержані формули для дійсної та уявної частин такого матеріалу. Подано постановку просторових задач про резонансні коливання і дисипативний розігрів тіл обертання з непружних нелінійних матеріалів обох типів. Ці постановки використовуються в наступних розділах при дослідженні термомеханічної поведінки таких тіл. 

РОЗДІЛ 3. ЧИСЕЛЬНО–АНАЛІТИЧНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ПРО ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ І ДИСИПАТИВНИЙ РОЗІГРІВ ФІЗИЧНО НЕЛІНІЙНИХ ТІЛ ОБЕРТАННЯ ПРИ ЇХ НЕОСЕСИМЕТРИЧНОМУ НАВАНТАЖЕННІ

В даному розділі представлено чисельно-аналітичні методи розв’язування нелінійних просторових задач для непружних тіл обертання при їх неосесиметричному моногармонічному навантаженні. Пропонуються ітераційні методи, які зводять вихідну нелінійну задачу до послідовності лінійних задач в’язкопружності і теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язування останніх розроблено метод скінченних елементів. Описано деталі цього методу. 

3.1. Методи лінеаризації для розв’язування  нелінійних зв’язаних задач термов’язкопружності

Одержана в попередньому розділі система диференціальних рівнянь з відповідними граничними і початковими умовами є складною нелінійною системою диференціальних рівнянь в часткових похідних. Її нелінійність обумовлена як залежністю фізико-механічних властивостей матеріалу від температури і компонент тензора деформацій, так і зв'язаністю механічних і теплових полів. Якщо вважати, що властивості матеріалу залежать тільки від температури і частоти, то вказана система рівнянь значно спрощується. А якщо додатково вважати, що ці властивості не залежать від температури, то вказана система лінеаризується і розпадається на дві незалежні лінійні задачі – задачу розрахунку механічного стану тіла з в’язкопружного матеріалу і задачу розв’язування рівняння теплопровідності з відомим джерелом тепла [138].

Для розв’язування зв'язаної нелінійної задачі термов’язкопружності можуть бути застосовані різні відомі ітераційні методи розв’язку нелінійних диференціальних рівнянь [117, 138]. Зокрема, можна використовувати метод Ньютона і різні його модифікації [117,], аналоги методів змінних параметрів і пружних розв’язків [4, 142, 143, 180-182] , асимптотичні методи та ін. Стисло викладемо деякі ітераційні методи, які використовуються в подальшому при розв’язку конкретних задач.
Покроковий метод [138]. 

Якщо властивості матеріалу залежать тільки від температури, для розв’язку нелінійної задачі термов’язкопружності може бути використаний метод покрокового інтегрування за часом. 

Суть його полягає в наступному:

1) по заданому в початковий момент 
[image: image185.wmf]0
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 розподілу температури визначаються механічні характеристики матеріалу і розв'язується лінійна задача в’язкопружності;

2) за знайденими механічними змінними 
[image: image186.wmf](
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 визначається дисипативна функція 
[image: image187.wmf]M
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;

3) на інтервалі часу 
[image: image188.wmf][
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 розв'язується задача теплопровідності з відомим джерелом тепла, причому вибір значення 
[image: image189.wmf]1

t

 залежить від чутливості механічних властивостей матеріалу до температури;

4) за знайденим розподілом температури у момент часу 
[image: image190.wmf]1

t

 обчислюються змінені комплексні характеристики матеріалу і повторюється процес розв’язку задач 1 і 2;

5) за знайденими дисипативною функцією і розподілом температури в момент 
[image: image191.wmf]1

t

 розв'язується рівняння теплопровідності на наступному інтервалі часу 
[image: image192.wmf][
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 і т.д. Процес завершується досягненням заданого моменту часу 
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. Розв’язок задачі покроковим методом дозволяє досліджувати поведінку в’язкопружних елементів як в стаціонарному тепловому стані, так і в процесі виходу температури на стаціонарний режим. Покроковий метод зручно використовувати в поєднанні з іншими ітераційними методами, наприклад, з методом змінних параметрів пружності. Це дозволяє значно збільшити інтервал часу 
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Метод змінних параметрів [138].
Якщо враховується не тільки залежність властивостей матеріалу від температури, але і їх залежність від амплітуд деформацій (напружень), для лінеаризації зв'язаної задачі термов’язкопружності використовується ітераційний метод, заснований на ідеї методу змінних параметрів пружності [4, 142, 143, 180-182]. Кожна ітерація включає розв’язок лінеаризованої динамічної задачі в’язкопружності і задачі теплопровідності. При цьому для лінеаризації задачі на n-ій ітерації в температурно- і амплітудно-залежних характеристиках матеріалу використовуються значення параметрів 
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При розв’язку конкретних задач було встановлено, що в резонансній області збіжність класичного методу змінних параметрів носить дуже повільний коливальний характер або процес зовсім розходиться. Тому з метою прискорення або досягнення збіжності методу змінних параметрів був використаний алгоритм типу Стеффенсена-Ейткена, описаний в [138]. Суть цього алгоритму зводитися до того, що після розв’язку задачі термов’язкопружності на кроці 
[image: image197.wmf]n

 обчислюється ітераційний параметр
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В якості параметру 
[image: image199.wmf]P

 вибиралася максимальна температура 
[image: image200.wmf]T

P

max

=

 або інтенсивність деформацій 
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.

Поліпшене 
[image: image202.wmf]n

-е наближення визначається за формулами
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При цьому близькість розв’язку характеризується величинами 
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Описаний алгоритм ефективний при осцилюючій збіжності, для якої 
[image: image206.wmf]1
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. Чисельні експерименти дозволяють зробити наступні висновки:

а) модифікований метод змінних параметрів пружності збігається на порядок швидше за стандартний;

б) швидкість збіжності його практично та ж, що і в методі Ньютона.

В даній роботі використовується обидва описані вище методи. При цьому початкова нелінійна задача зводитися до послідовного розв’язування лінеаризованних задач. Лінеаризовані задачі на кожному ітераційному кроці можна розв’язувати за допомогою різних аналітичних або чисельних методів. У даній роботі для розв’язування лінеаризованих задач в’язкопружності і теплопровідності застосовується метод скінченних елементів (МСЕ).
3.2. Варіаційне формулювання лінійних задач в’язкопружності . 

У механіці деформівного твердого тіла широко застосовуються різні варіаційні рівняння і варіаційні принципи. Однією з основних переваг варіаційних методів є автоматичне виконання природних граничних умов. Для розв’язку задач механіки деформівного твердого тіла велике розповсюдження набув метод скінченних елементів у формі зміщень, заснований на варіаційному принципі Лагранжа.

Розглянемо варіаційні рівняння в’язкопружності, які еквівалентні диференціальним рівнянням руху з відповідними граничними умовами і справедливі для матеріалів з наведеними вище визначальними рівняннями.

Нехай є безліч гладких функцій 
[image: image207.wmf]i

u

, які задовольняють граничним умовам в зміщеннях. Припускаємо виконання визначальних рівнянь і співвідношень Коші. Визначимо функціонал 
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Тоді 
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 тільки у тому випадку, коли 
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 являється розв’язком механічної задачі в’язкопружності. Проваріювавши функціонал (3.1), одержуємо 
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Скориставшись тотожністю 
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та застосовуючи формулу Остроградського-Гауса, після деяких перетворень співвідношення (3.1 ) запишемо у вигляді 
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Підставляючи визначальні співвідношення в рівняння (3.4), одержуємо вираз 
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з якого видно, що серед усіх допустимих зміщень, які задовольняють головним граничним умовам (сформульований варіаційний принцип приводить до так званих природних граничних умов), дійсні зміщення приводять до стаціонарності функціоналу (3.1). Оскільки граничні умови на частині поверхні 
[image: image215.wmf]U
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 передбачаються виконаними, тобто 
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, то з (3.5) витікають рівняння рівноваги та механічні граничні умови в напруженнях.

Необхідно відзначити, що даний варіаційний принцип не має властивості мінімальності.

Варіаційне рівняння 
[image: image217.wmf]0
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 представляє собою узагальнення варіаційного рівняння Лагранжа для випадку анізотропного в’язкопружного тіла.
3.3. Основні співвідношення МСЕ, використані при розв’язуванні тривимірних задач в’язкопружності для тіл обертання

Як було відмічено, лінеаризовані задачі на кожному ітераційному кроці будемо розв’язувати за допомогою МСЕ, який одержав останнім часом широке застосування для розв’язку різних задач в багатьох галузях науки і техніка [2, 3, 8, 46, 160]. Є декілька різновидів МСЕ: розв’язок в зміщеннях, в зусиллях, змішане формулювання. Найбільше розповсюдження при розв’язку задач механіки твердого деформівного тіла набув метод зміщень, оскільки він має цілий ряд переваг, серед яких можна відзначити меншу кількість невідомих, простоту і зручність реалізації на ЕОМ.

Однією з основних переваг варіаційних методів являється автоматичне виконання природних граничних умов. Для розв’язку задач механіки деформівного твердого тіла велике розповсюдження набув МСЕ у формі зміщень, який базується на варіаційному принципі Лагранжа [8, 181]. В літературі такий підхід часто називають МСЕ у формі методу Рітца.

Розглянемо в’язкопружне тіло обертання довільного меридіонального перерізу, яке займає область 
[image: image218.wmf]V

, обмежену поверхнею 
[image: image219.wmf]S

, коли на частині 
[image: image220.wmf]s

S

 задано гармонічне навантаження, а на іншій частині 
[image: image221.wmf]u

S

 – зміщення. Припускаємо, що тіло знаходиться в умовах конвективного теплообміну з навколишнім середовищем.

У роботі розглядається тривимірний випадок несиметричної деформації в’язкопружних тіл обертання. Задача розв'язується в циліндричній системі координат 
[image: image222.wmf](
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. При цьому нескінченно малий елемент об'єму має вигляд 
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, а площа елемента поверхні 
[image: image224.wmf]q
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. В даному випадку динамічна задача зводитися до розв’язку тривимірних рівнянь в’язкопружності в циліндричній системі координат [46]:
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де 
[image: image228.wmf]ij
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 – амплітудні значення компонент тензора напружень; 
[image: image229.wmf]V

U

W

,

,

 – компоненти вектора зміщень, 
[image: image230.wmf]r

 – густина матеріалу, 
[image: image231.wmf]w

 – частота коливань.

Для осесиметричного напруженого стану система рівнянь (3.6) розпадається на дві незалежні системи. Перші два рівняння описують меридіональні напружені стани, а третє рівняння системи (3.6) визначає напружений стан, який виникає при крученні тіла [46].

На частині поверхні тіла 
[image: image232.wmf]P
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, де задані поверхневі сили 
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, тензор напружень задовольняє наступним граничним умовам 
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. Тут 
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 – направляючі косинуса зовнішньої нормалі 
[image: image236.wmf]n

 до поверхні тіла 
[image: image237.wmf]S

, 
[image: image238.wmf]p

 – проекції поверхневих сил на осі циліндричної системи координат. На іншій частині поверхні тіла 
[image: image239.wmf]U
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 можуть бути задані компоненти вектора зміщень.

Тензор малої деформації пов'язаний з вектором зміщень співвідношеннями Коші:
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Для моделювання механічної поведінки непружного матеріалу при моногармонічних коливаннях в роботі використовується концепція комплексних характеристик [62,63,67]. Для ортотропного матеріалу, коли напрям координатних осей співпадає з головними напрямками анізотропії, рівняння стану мають вигляд:
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де 
                     
[image: image242.wmf]q

q

q

r

r

r

rr

rr

rr

zz

zz

zz

G

i

G

G

C

i

C

C

C

i

C

C

¢

¢

+

¢

=

¢

¢

+

¢

=

¢

¢

+

¢

=

,...,

,


Оскільки розглядається тривимірна задача в’язкопружності для тіла обертання, запишемо вираз для функціоналу (3.1) в циліндричній системі координат 
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[image: image698.emf]В роботі для розв’язку варіаційного рівняння 
[image: image245.wmf]0
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 використовуються 24-х вузлові просторові елементи, нумерація вузлів якого показана на Рис.3.1.
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Рис.3.1

В якості глобальної системи координат, тобто системи, в якій об'єднуються всі скінченні елементи, використовується циліндрична система координат 
[image: image246.wmf](
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. В якості локальної системи координат, в якій визначаються апроксимуючі функції елементу і проводиться інтегрування, використовується нормалізована система координат. Для побудови функцій, які апроксимують складові вектора зміщень в межах 24–х вузлового елементу, використовуються алгебраїчні та тригонометричних поліноми.

Квадратичні алгебраїчні поліноми застосовуються для апроксимації напружено-деформованого стану в площині 
[image: image247.wmf](
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, тобто вони дають можливість одержати розв’язок осесиметричної задачі. Для апроксимації компонент вектора зміщень в окружному напрямі в кожному елементі використовуються тригонометричні поліноми, які представляють три члени ряду Фур’є  [199,200]
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Розіб'ємо область, яку займає тіло, 
[image: image249.wmf]N

 вузловими точками на 
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 просторових елементів. При цьому припускаємо, що зміщення в межах елементу апроксимуються виразами 
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 – комбінації алгебраїчних і тригонометричних поліномів:
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Меридіональний переріз тіла площиною 
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 може мати довільну геометричну форму. Побудова ізопараметричних чотирикутних елементів, які апроксимують меридіональний переріз, представляє собою перетворення безрозмірного прямокутного елементу з вісьма вузловими точками в криволінійний 
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Рис.3.2

елемент з тією ж кількістю вузлів. При цьому отримується елемент зі сторонами у вигляді парабол (Рис.3.2)

Після того, як в результаті перетворення елемент стає криволінійним, невідомі функції на елементі апроксимуються многочленами від локальних координат 
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Рис.3.3

Зміна зміщень в окружному напрямку апроксимується тригонометричним поліномом (трьома першими члена ряду Фур’є) (3.10). 

Після визначення коефіцієнтів 
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 через значення невідомих в трьох точках нормалізовані тригонометричні функції можна записати у вигляді [82]:
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Зміна ортонормованих функцій 
[image: image263.wmf]i

H

 від 0 до 1 показана на Рис. 3.3.

Визначені таким чином функції форми 
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 рівні нулю у всіх вузлах, за винятком вузла, номер якого співпадає з номером відповідної функції форми. Крім того, вони приймають нульове значення вздовж меж елементу, які не містять вказаного вузла.

Функції форми 
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, які входять у вирази для інтерполяційного полінома, задовольняють умові 
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Оскільки одержати залежності вигляду 
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, зворотні до (3.12), не представляється можливим, часткові похідні при визначенні деформацій слід розраховувати по 
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, а потім одержані залежності розв’язувати відносно похідних по циліндричних координатах. В результаті вирази для компонент тензора деформацій можна записати у вигляді: 
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де


[image: image275.wmf].

,

1

,

1

q

c

h

x

x

h

x

h

h

x

¶

¶

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

=

Y

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

=

F

i

i

i

i

i

i

i

i

K

z

K

z

K

j

r

K

r

K

j

                                      (3.17)
Тут 
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 – визначник Якобі (Якобіан).

Механічні навантаження Р, що входять у варіаційне рівняння (3.5), також апроксимуємо функціями форми в межах кожного скінченного елементу:
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Підставляючи вирази для деформацій (3.16) у функціонал (3.9), одержуємо 
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Для розв’язку варіаційного рівняння 
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У виразах (3.20) – (3.22) додавання робиться за індексами 
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Прирівнюючи похідні (3.20) – (3.22) нулю, одержимо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно вузлових значень компонент вектора зміщень 
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 для окремого скінченного елементу: 
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.
Решта коефіцієнтів, що входять в систему (3.23), визначається з (3.24) шляхом циклічної перестановки індексів.

Підсумувавши вирази (3.23) за всіма скінченними елементами, одержимо для загальної глобальної нумерації вузлів систему рівнянь, в якій інтегрування за об'ємом області замінене сумою інтегралів, взятих по об'єму окремих скінченних елементів, а інтегрування по поверхні – сумою інтегралів по поверхнях елементів, на яких задані граничні умови в напруженнях.

Інтеграли, які входять у співвідношення (3.24), повинні бути визначені чисельно, оскільки матриця Якобі являється функцією координат 
[image: image301.wmf]h
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 і неможливо одержати аналітичний вираз для інтегралів навіть у випадку, коли механічні властивості матеріалу являються постійними.

Перехід до безрозмірних координат спрощує межі інтегрування і дає можливість для обчислення інтегралів застосовувати квадратурні формули Гауса [46]: 
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де 
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 – число точок інтегрування, 
[image: image304.wmf],,
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 – вагові коефіцієнти, значення яких залежить від розташування точок інтегрування 
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Кількість точок інтегрування вибирається в залежності від ступеня поліномів, що входять в співвідношення (3.24). У роботах [2,46] показано, що мінімально допустимий порядок інтегрування відповідає умові, коли формула інтегрування дозволяє точно обчислити об'єм скінченного елемента у тривимірному випадку. Якщо граничні умови задані в напруженнях, здійснюється двовимірне інтегрування по кожній з граней елементу.

Слід зазначити, що при використанні тригонометричних поліномів (3.14) інтегрування в окружному напрямі краще виконувати за допомогою інтегральної схеми, яка базується на представленні підінтегральної функції рядом Фур’є [199,200] 
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де 
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 – кількість частин, на які розбивається відрізок 
[image: image312.wmf]p

2

. Як відмічено в роботах [199,200], такий підхід дозволяє отримати практично точні значення інтегралів по координаті 
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В роботі при розрахунку інтегралів у площині 
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 використовувалися квадратурні формули Гауса, а по окружній координаті – розклад (3.26).

Після того, як ліва і права частини системи рівнянь сформульовані, відповідно до граничних умов в напруженнях, задаємо граничні умови в переміщеннях, для чого систему рівнянь модифікуємо, не змінюючи розмірності матриці системи [46].

Розв’язок одержаної системи лінійних алгебраїчних рівнянь значно ускладнюється, оскільки комплексна матриця її коефіцієнтів хоча і є стрічковою і симетричною, але не є додатньо визначеною. Це не дозволяє застосовувати для її розв’язку ітераційні методи, а також добре розроблені методи розв’язку скінченноелементних систем, засновані на розкладі Холессного [2].

Одержана в роботі система алгебраїчних рівнянь розв'язується в комплексній області методом Гауса. Це дозволяє з високою точністю одержати розв’язок систем великої розмірності без порушення симетричності і стрічковості їх структури.

За знайденими вузловими значеннями зміщень визначаються компоненти тензора деформацій за формулами (3.16) в довільній точці елементу. При цьому точність визначення деформацій, а також напружень внаслідок необхідного процесу диференціювання буде нижчою, ніж точність визначення зміщень. Вона також буде різна в різних точках елемента. Найточніші значення отримуються в точках інтегрування Гауса, які відповідають мінімально допустимому порядку інтегрування [114,186]. Найпростіше визначення деформацій, напружень, дисипативної функції і інших величин в кожному скінченному елементі отримується при екстраполяції цих величин, обчислених в точках інтегрування, на довільні точки, в тому числі і на границю. Для елементів вищих порядків найкращу екстраполяцію отримують у тому випадку, коли для апроксимації вказаних величин беруть функції форми на порядок нижчі, ніж для апроксимації зміщень [114,186].
3.4. Апробація запропонованого алгоритму розв’язку тривимірної задачі в’язкопружності (тестові задачі)

Вільні коливання двошарової конічної панелі.

В якості тестового прикладу розглянемо задачу про вільні коливання двошарової конічної панелі (Рис.3.4) товщиною 
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, шари якої товщиною 
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 виготовлені з ортотропного матеріалу і повернені один відносно другого на кут 
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Вважаємо, що панель на торцях АВ, CD, BC і AD жорстко защемлена, тобто граничні умови на них мають вигляд:   
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При розв’язку задачі використовується розбиття на 100 елементів. Розрахунки проводилися при таких даних: 
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З використанням класичної теорії Кірхгофа-Лява і уточненої теорії С.А. Амбарцумяна ця задача розглянута в роботі [187].

В таблиці 3.1. наведені значення п'яти власних частот 
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, отриманих по теорії Кірхгофа-Лява (ТКЛ), теорії Амбарцумяна (ТА) і на основі тривимірної теорії (3м.Т).

Таблиця 3.1.

	№
	
[image: image332.wmf]W

 (ТКЛ)
	
[image: image333.wmf]W

 (ТА)
	
[image: image334.wmf]W

 (3м.Т)

	1.
	0,052
	0,045
	0,043

	2.
	0,057
	0,048
	0,045

	3.
	0,071
	0,062
	0,059

	4.
	0,074
	0,065
	0,061

	5.
	0,097
	0,080
	0,076


З наведених результатів видно, що власні частоти, розраховані з використанням розробленої в дисертації методики, добре узгоджуються з частотами, одержаними за допомогою уточненої теорії С.А. Амбарцумяна з врахуванням деформацій зсуву, і гірше – з частотами, знайденими на основі теорії Кірхгофа-Лява.  

Напружено–деформований стан циліндричної панелі під дією власної ваги.
Розроблену методику застосуємо до розрахунку напружено-деформованого стану (НДС) ізотропної циліндричної панелі товщиною 
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, яка знаходиться під дією власної ваги 
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. Панель (Рис.3.5) на торцях 
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 та 
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 обперта на нерозтяжні діафрагми, а краї 
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 та 
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 вільні від зовнішніх навантажень.
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Ця задача має аналітичний розв’язок [46,199] і являється тестовою при розробці чисельних методів розрахунку напружено-деформованого стану тонкостінних елементів з використанням різних теорій (класичної Кірхгофа-Лява, С.П.Тимошенка, з врахуванням деформацій зсуву).

В даній роботі досліджується можливість використання розробленого тривимірного алгоритму для розрахунку НДС тонкостінних елементів. Граничні умови даної задачі мають вигляд: 
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На одиницю площі панелі діє нормальне рівномірно розподілене навантаження від власної ваги 
[image: image345.wmf]Па
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Це навантаження потрібно розкласти на компоненти в напрямку нормалі (по радіусу) і дотичної до циліндричної поверхні панелі 
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Із-за симетрії навантаження і граничних умов можна розглядати ¼ оболонки, використовуючи наступні умови на осях симетрії:
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При розв’язуванні використовувалось розбиття відрізків 
[image: image352.wmf]AB

 і 
[image: image353.wmf]BC

 на 5 частин, а по товщині 
[image: image354.wmf]H

 – на 2 елементи, тобто розбиття на 50 скінченних елементів. 

Розрахунки проводились при таких вихідних даних:
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На Рис.3.6 наведено розподіл осьових W зміщень по лінії 
[image: image361.wmf]AD

 та радіальних 
[image: image362.wmf]r

U

 по лінії 
[image: image363.wmf]BC

 (Рис. 3.7). Суцільні лінії відповідають розв’язку, який отримано в [199], а крапками відмічені результати, які одержані за допомогою розробленої в даній роботі методики. 

Як видно з графіків, має місце задовільне узгодження результатів. 

Необхідно зауважити, що одержаний з використанням тривимірної теорії результат навіть для досить тонких оболонок практично співпадає з результатами, одержаними з використанням уточненої теорії типу Тимошенка і класичної теорії Кірхгофа-Лява.
3.5. Розрахунок коефіцієнта поглинання механічної енергії при гармонічному деформуванні в’язкопружних тіл

Як уже вказувалось, однією з актуальних проблем механіки деформівного твердого тіла, є проблема пасивного демпфування коливань елементів конструкцій за допомогою в’язкопружних включень. Для кількісної оцінки ефективності пасивного демпфування конструкції потрібно ввести коефіцієнт поглинання механічної енергії чи якусь еквівалентну їй величину, наприклад, декремент затухання, логарифмічний декремент затухання, добротність тощо [59, 95, 151]. Всі ці величини достатньо добре визначені для одновісного напруженого стану і при малих втратах зв'язані простими співвідношеннями
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Тут 
[image: image365.wmf]Y

 – коефіцієнт поглинання, 
[image: image366.wmf]d

 – логарифмічний декремент затухання, 
[image: image367.wmf]n

Q

 – добротність, 
[image: image368.wmf]h

 – коефіцієнт втрат.

Невизначеність виникає у разі демпфування в нелінійній області в умовах багатовісного напружено-деформованого стану. У роботах [59,151] запропонована універсальна енергетична характеристика внутрішньої дисипації в матеріалах (коефіцієнт поглинання) і елементах конструкцій для просторового напружено-деформованого стану в резонансному і нерезонансному режимах гармонічного деформування.

Для в’язкопружного матеріалу коефіцієнт поглинання енергії визначається як відношення механічної енергії, дисипованої в матеріалі за період коливань, до подвоєного значення енергії, яка накопичується за період 
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Тут 
[image: image370.wmf]M
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 – усереднена за період дисипація енергії (дисипативна функція):
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[image: image372.wmf]T
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 – накопчена енергія:
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Для тіла, яке займає об'єм 
[image: image374.wmf]V

, коефіцієнт поглинання енергії визначається таким чином:
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Для лінійного ізотропного матеріалу з урахуванням співвідношень 
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, які мають місце при постійному коефіцієнті Пуассона 
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Як видно з (3.32), в цьому випадку коефіцієнт поглинання 
[image: image379.wmf]Y

 визначається механічними характеристиками матеріалу.

3.6. Варіаційне формулювання та розв’язок тривимірної задачі теорії теплопровідності для тіла обертання 

Для формулювання варіаційної задачі теплопровідності запишемо функціонал [181] 
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Покажемо, що варіаційне рівняння 
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еквівалентне рівнянню теплопровідності з джерелом тепла та температурним граничним умовам.

Використовуючи формулу Остроградського-Гаусса і враховуючи тотожність
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отримаємо варіаційне рівняння 
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з якого випливає рівняння теплопровідності з джерелом тепла та температурні граничні умови , так як 
[image: image384.wmf]T

d

 – довільна варіація. 

Розглянемо тіло обертання довільного меридіонального перерізу, яке знаходиться в умовах конвективного теплообміну з зовнішнім середовищем. В цьому випадку неосесиметрична нестаціонарна задача теплопровідності в циліндричній системі координат для ортотропного тіла зводиться до розв’язку рівняння [46]
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Тут 
[image: image386.wmf]T

 – температура тіла, 
[image: image387.wmf]ij

l

 – головні значення тензора теплопровідності, 
[image: image388.wmf]c

 – коефіцієнт питомої масової теплоємності матеріалу тіла, 
[image: image389.wmf]r

 – густина матеріалу, 
[image: image390.wmf]Q

 – потужність джерела тепла. 

У випадку конвективного теплообміну з зовнішнім середовищем, температура якого 
[image: image391.wmf]c

T

, граничні умови приймають вигляд 
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де 
[image: image393.wmf]a

 – коефіцієнт тепловіддачі, 
[image: image394.wmf]n

 – координата, яка змінюється вздовж вектора 
[image: image395.wmf]n

r

 зовнішньої нормалі до поверхні тіла, 
[image: image396.wmf]l

 – одна з компонент тензора теплопровідності.

При 
[image: image397.wmf]¥
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 граничні умови (3.37) відповідають випадку, коли на поверхні тіла задана температура, а при 
[image: image398.wmf]0
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 – випадку теплової ізоляції поверхні тіла.

Початковий розподіл температури може бути заданий довільною функцією від просторових координат:
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Помноживши рівняння теплопровідності (3.38) і граничні умови (3.37) на варіацію температури 
[image: image401.wmf]T

d

, інтегруючи перше рівняння по об’єму 
[image: image402.wmf]V

, а друге по поверхні 
[image: image403.wmf]S

, яка обмежує цей об’єм, та додаючи їх, отримуємо:
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Використовуючи формулу Остроградського-Гауса 
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для випадку, коли коефіцієнти 
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 не залежать від температури, варіаційне рівняння теплопровідності запишемо у вигляді
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де 
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Відмітимо, що варіаційне рівняння (3.40) еквівалентне рівнянню теплопровідності (3.36) та граничним умовам (3.37).

Для задач вібророзігріву джерело тепла 
[image: image410.wmf]Q

 дорівнює осередненій за цикл дисипативній функції 
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Розв’язок варіаційного рівняння (3.40) знаходимо МСЕ на тій же просторовій сітці скінченних елементів, що і розв’язок задачі в’язкопружності, припускаючи, що температура у межах елементу апроксимується виразом


[image: image412.wmf]å

=

=

24

1

i

i

i

T

K

T

.                                                (3.43)

Тут 
[image: image413.wmf]i

T

 – вузлові значення температури, 
[image: image414.wmf]i

K

 – функції форми (3.12). 

Потужність теплових джерел 
[image: image415.wmf]Q

, коефіцієнт тепловіддачі 
[image: image416.wmf]a

 і температуру зовнішнього середовища 
[image: image417.wmf]c

T

 апроксимуємо також функціями форми в межах кожного елемента з урахуванням їх значень на кожній з граней елемента:
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Враховуючи розв’язок (3.43) та співвідношення (3.17), виразимо похідні, які входять до функціоналу (3.41), через вузлові значення температури: 
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Підставляючи співвідношення (3.45), (3.44) у функціонал (3.41), отримуємо 
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Як і при розв’язку задачі в’язкопружності, для забезпечення функціоналу 
[image: image425.wmf]I

 стаціонарного значення продиференціюємо його по 
[image: image426.wmf]j
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, а отриманий результат прирівняємо до нуля, вважаючи, що похідна за часом 
[image: image427.wmf]t
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 не варіюється. В результаті отримаємо систему 
[image: image428.wmf]N

 лінійних диференціальних рівнянь за часом для визначення вузлових значень температури:
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Для випадку, коли з поверхнею тіла співпадає кожна з шести граней елемента 
[image: image431.wmf]m

, вираз 
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де 
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У випадку, коли номери точок грані не співпадають з номером, за яким виконується диференціювання, коефіцієнти 
[image: image439.wmf]m
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 та 
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 дорівнюють нулю.

Інші коефіцієнти в (3.48) отримуються з (3.49) круговою перестановкою індексів.

Інтеграли, які входять в (3.49), розраховуються чисельно з використанням квадратурних формул Гауса (3.25) та тригонометричних рядів (3.26) таким же чином, як і при розв’язку задач в’язкопружності.

Розв’язок системи лінійних диференціальних рівнянь першого порядку відносно часу при початкових умовах 
[image: image441.wmf](
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 може бути отримано за допомогою різних аналітичних і чисельних методів.

Для практичних розрахунків найбільше розповсюдження отримали чисельні методи, наприклад, метод скінченних різниць, метод Бубнова-Гальоркіна, метод Вільсона та ін. 

Одним з найбільш простих та достатньо точних методів розв’язку системи рівнянь (3.48) являється метод Бубнова-Гальоркіна [20], в якому апроксимація похідної за часом здійснюється за наступною схемою. Використовуючи в якості початкових умов значення температури на попередньому часовому кроці 
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, послідовно знаходимо розв’язок на відрізку 
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. На першому відрізку 
[image: image445.wmf][

]

1

,

0

t

 уся необхідна інформація вважається відомою та заданою початковими умовами.  

Оскільки в систему рівнянь (3.48) входять тільки перші похідні за часом, то для неперервності температур на часовому кроці 
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 її зміна може бути задано лінійним законом по 
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Визначаючи коефіцієнти 
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 з початкових умов (3.38) при 
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Рекурентні співвідношення, відповідно до яких організовується покроковий часовий процес, отримуються методом Бубнова-Гальоркіна шляхом використання різних вагових функцій [20]. 

Рівняння, записане для першої точки елемента, усі грані якого співпадають з граничною поверхнею тіла, для часового кроку 
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 має вид
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Параметром 
[image: image457.wmf]g

 визначаються різні різницеві схеми. Наприклад 
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 та 
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 відповідають випадкам, коли інтегрування в методі Бубнова-Гальоркіна виконується за формулами: 
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Неявну скінченно-різницеву схему розв’язку задачі теплопровідності отримаємо, прийнявши 
[image: image462.wmf]0
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, що еквівалентно заміні похідних, які входять в рівняння (3.48), виразами 
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Сумуючи рівності типу (3.52) по всіх скінченних елементах, на які розбито тіло, отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
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для визначення невідомих значень температури в момент 
[image: image465.wmf]t
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 через значення температури в попередній момент часу 
[image: image466.wmf]t

.

Відмітимо, що всі три приведенні схеми являються неявними схемами, тобто систему алгебраїчних рівнянь, отриману МСЕ, необхідно розв’язувати на кожному часовому кроці, що відноситься до недоліків такого підходу. До переваг слід віднести те, що процес по відношенню до вибору кроку 
[image: image467.wmf]t
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 в цьому випадку являється стійким. Часовий крок 
[image: image468.wmf]t
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 вибирається з умови найкращого задоволення знайдених розв’язків вихідному варіаційному рівнянню. Перевагою також являється те, що цей метод дозволяє при 
[image: image469.wmf]¥
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 отримати розв’язок стаціонарної задачі теплопровідності. 

Розв’язок системи лінійних алгебраїчних рівнянь на кожному кроці 
[image: image470.wmf]t

D

 здійснюється методом Гауса. Якщо теплофізичні характеристики матеріалу не залежать від температури або можна припустити, що на деякому етапі дисипативного розігріву вони постійні, то взявши крок за часом 
[image: image471.wmf]t

D

 однаковим, отримаємо коефіцієнти 
[image: image472.wmf]jm

R

 лівої частини системи рівнянь (3.55) у всі моменти часу постійними. Отже в цьому випадку необхідно тільки один раз розрахувати коефіцієнт 
[image: image473.wmf]jm
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 та повністю розв’язати систему рівнянь (3.55). Для визначення вузлових значень температури у наступні моменти часу немає необхідності заново розраховувати матрицю коефіцієнтів 
[image: image474.wmf]jm
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 та зводити її до трикутного вигляду. Достатньо тільки перевизначити праві частини 
[image: image475.wmf]j
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 системи рівнянь (3.55) та виконати зворотний хід. Такий підхід дозволяє значно зекономити обчислювальну роботу. 

Необхідно відзначити, що матриця коефіцієнтів 
[image: image476.wmf]ij
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 являється стрічковою, але не являється діагональною. Це не дає можливості використовувати явні різницеві схеми для розв’язку нестаціонарних задач. Для реалізації явних методів необхідно спочатку матрицю 
[image: image477.wmf]ij
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 привести до діагонального виду, а після цього записати розв’язок у виді рекурентних співвідношень [181]. У більшості випадків при розв’язку стаціонарних задач як механіки, так і задач теплопровідності МСЕ використовуються неявні схеми розв’язку [103].

3.7. Апробація запропонованого алгоритму розв’язування тривимірної задачі теплопровідності

З метою апробації і оцінки точності запропонованого алгоритму проведено порівняння результатів одержаного розв’язку з відомими результатами, одержаними іншими методами.
Визначимо температурне поле зрізаного порожнистого конуса постійної товщини 
[image: image478.wmf]см
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, що знаходиться в умовах конвективного теплообміну з навколишнім середовищем. Половина меридіонального перерізу конуса зображена на Рис.3.8. 
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 зовнішньої і внутрішньої сторін конуса дорівнює 20 см, а кут конусності 700.

Теплофізичні характеристики матеріалу конуса приймаємо наступними:
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тобто поверхня лівого торця конуса 
[image: image484.wmf](
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 вважається ідеально теплоізольованою. Температури середовищ, які контактують відповідно з внутрішньою і зовнішньою боковими поверхнями, а також з правою торцьовою поверхнею 
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, визначаються таким чином:
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Початкова температура конуса 
[image: image487.wmf]C
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Розв’язок цієї задачі наведено у роботі [181]. Приймаючи методику, описану в даному підрозділі, визначимо температурне поле конуса. Ця задача являється осесиметричною. При розбивці меридіонального перерізу конуса на скінченні елементи вздовж меридіану використовувалось 10 прямокутних елементів, а по товщині – чотири. Оскільки ця задача осесиметрична, то по окружній координаті був використаний тільки 1 елемент. 

                                                                                                     Таблиця 3.2

	l, см
	h, см
	T 0C при різних значеннях t, c

	
	
	5 с
	10 с
	40 с

	
	
	1
	2
	1
	2
	1
	2

	l1
	0
	307,4
	307,3
	352,0
	351,7
	434,0
	433,5

	
	0,5
	120,8
	120,7
	196,1
	195,9
	358,3
	358,1

	
	1
	50,4
	49,0
	114,7
	114,1
	297,9
	297,5

	
	1,5
	62,1
	60,8
	106,9
	106,1
	253,8
	253,3

	
	2,0
	129,9
	129,0
	151,7
	150,9
	222,4
	221,4
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	0
	248,7
	248,3
	285,4
	284,9
	359,6
	359,1

	
	0,5
	101,1
	100,9
	165,0
	164,6
	313,2
	313,1

	
	1
	48,3
	48,9
	108,2
	107,6
	279,3
	279,2

	
	1,5
	71,5
	70,5
	119,6
	118,92
	259,9
	259,3

	
	2,0
	159,3
	158,6
	184,3
	183,7
	252,6
	252,2

	l2
	0
	258,8
	256,1
	280,1
	275,7
	298,8
	298,9

	
	0,5
	209,3
	212,9
	252,5
	250,1
	295,6
	295,1

	
	1
	193,6
	198,5
	242,5
	240,2
	293,9
	294,0

	
	1,5
	208,8
	212,4
	251,6
	249,3
	294,4
	294,3

	
	2,0
	257,7
	255,3
	278,7
	274,6
	297,3
	298,0


В таблиці 3.2 для моментів 
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 в п’яти точках по товщині конуса 
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 (внутрішня поверхня) 
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 (зовнішня поверхня) і у трьох перерізах вздовж меридіану 
[image: image495.wmf](
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 наведені значення температури, отримані в результаті розв’язку задачі теплопровідності по методиці, описаній у попередньому підрозділі (2 колонка) та приведені в роботі [181] (1 колонка). Крок за часом 
[image: image496.wmf]t
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 приймався рівним 0,1 с.

Як видно з таблиці, відповідні значення температури, знайдені різними методами, добре узгоджуються.

3.8. Висновки до розділу 3. 

У цьому розділі для розв’язування задач про коливання і дисипативний розігрів просторових тіл обертання з фізично нелінійних матеріалів двох типів розроблено чисельно-аналітичні методи, які базуються на використанні ітераційних процедур сумісно з методом скінченних елементів. Ітераційні процедури зводять вихідну нелінійну задачу до послідовності лінійних задач механіки і задач теплопровідності з відомим джерелом тепла, яке співпадає з дисипативною функцією. Для випадку нелінійності першого типу задача є повністю зв’язаною. Для нелінійності матеріалу другого типу задача розпадається на дві окремі задачі, коли спочатку потрібно розв’язати нелінійну задачу механіки, по ній визначити дисипативну функцію, а потім розв’язати рівняння теплопровідності з відомим джерелом тепла. Подано варіаційні постановки задач механіки й задачі теплопровідності, які є основою застосування методу скінченних елементів. Розглянута задача для циліндричної панелі з шарнірним обпиранням торців. Результати цього розділу опубліковано в роботах [44, 50-52, 55, 56, 81, 84, 85, 161-163]. 
РОЗДІЛ 4.  АНАЛІЗ ВПЛИВУ ОСНОВНИХ ФАКТОРІВ НА ДИНАМІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ФІЗИЧНО – НЕЛІНІЙНИХ ПРОСТОРОВИХ ЕЛЕМЕНТІВ

В даному розділі на основі представлених вище моделей та методів дослідження вимушених коливань і дисипативного розігріву просторових тривимірних непружних тіл обертання розв’язано конкретні задачі для одношарової та тришарової циліндричної панелі. Розглянуто випадки, коли 1) властивості матеріалів не залежать від температури та амплітуд деформацій (лінійні зв’язані задачі); 2) коли характеристики матеріалів залежать від температури (перший тип фізичної нелінійності); 3) коли ці характеристики залежать від амплітуд деформацій (другий тип фізичної нелінійності). На зовнішній поверхні панелі прикладено рівномірний тиск, який змінюється за часом по гармонічному закону. Розглянуто два випадки механічних граничних умов: шарнірне обпирання торців та їх жорстке защемлення. При розрахунках використано експериментальні дані про залежність характеристик непружних матеріалів від температури та амплітуд деформацій. На основі аналізу числових даних досліджено вплив згаданих нелійностей, граничних умов, структури матеріалу, теплових граничних умов на динамічні характеристики коливань панелі: амплітудно-, температурно-частотні характеристики та на залежність коефіцієнта демпфування від частоти. Досліджено також вплив амплітуди навантаження та товщини панелі на власну частоту, максимальну амплітуду, максимальну температуру, коефіцієнт демпфування, а також вплив граничних умов на вказані вище динамічні характеристики. 

Розв’язана також лінійна зв’язана задача про коливання та дисипативний розігрів просторової конічної панелі з шарнірним та жорстким закріпленням її торців. Досліджено вплив граничних умов на амплітудно- та температурно-частотні характеристики такої панелі. 

4.1. Вимушені резонансні коливання і дисипативний розігрів шарнірно та жорстко закріпленої циліндричної панелі з незалежними від температури механічними характеристиками 

У даному підрозділі розв’язана зв'язана динамічна тривимірна задача для циліндричної панелі з ізотропного в’язкопружного матеріалу з незалежними від температури механічними і теплофізичними властивостями при дії на неї зовнішнього тиску, що змінюється по гармонічному закону, з частотою, близькою до резонансної частоти. Розв’язок цієї задачі зведений до розв’язку послідовності трьох задач: 1) динамічної тривимірної задачі про вимушені резонансні коливання в’язкопружної циліндричної панелі;             2) розрахунку дисипативної функції по відомому розв’язку задачі механіки; 3) розв’язку тривимірної нестаціонарної задачі теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язку першої і третьої задач розроблений скінченно-елементний метод. Розглянуто два типи механічних граничних умов, що відповідають шарнірному і жорсткому закріпленням торців. Для обох випадків граничних умов розраховані амплітудно- і температурно-частотні характеристики коливань по першій основній згинній моді. 
При певних умовах навантаження і теплообміну залежністю механічних і теплофізичних властивостей матеріалу від температури та амплітуди деформацій при розрахунку механічного і теплового стану непружних елементів можна знехтувати. При цьому розв’язування спряженої задачі значно спрощується і зводиться до розв’язку вказаних вище трьох задач. 

Проведено аналіз впливу механічних граничних умов на амплітудно- і температурно-частотні характеристики коливань циліндричної панелі. До того ж ці задачі є базовими для розглянутих в подальшому нелінійних задач і для оцінки впливу нелінійностей на вказані динамічні характеристики. Розрахунки проведено для коливань панелі на першій згинній моді. Для розв’язку тривимірної динамічної задачі механіки і стаціонарної задачі теорії теплопровідності використовується описаний вище метод скінченних елементів. Розглянуті тут задачі є основою для розв’язку зв'язаних задач термомеханіки з урахуванням нелінійностей, які породжуються залежністю властивостей матеріалу від температури і зв'язаністю механічних і теплових полів, а також залежністю механічних властивостей матеріалів від амплітуд деформацій або напружень. Для цього необхідно використовувати ітераційні методи, що зводять початкову істотно нелінійну задачу до послідовності розглянутої в даному підрозділі лінійних задач механіки і теплопровідності з відомим джерелом тепла. 

Розглянемо циліндричну панель з в’язкопружного матеріалу, механічні і теплофізичні властивості якого не залежать від температури та амплітуд деформацій. Вона знаходиться під дією поверхневого зовнішнього тиску 
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, що змінюється по гармонічному закону з частотою, близькою до 
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описується концепцією комплексних характеристик [2]. Матеріал панелі вважається ізотропним і його механічна поведінка характеризується комплексним модулем зсуву і дійсним коефіцієнтом Пуассона. 

Вважається, що початкова температура 
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, а теплові граничні умови відповідають умовам конвективного теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого рівна 
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Для оцінки ефективності пасивного демпфування вимушених коливань використовується інтегральна характеристика, яка являється відношенням дисипованої за цикл енергії D до накопиченої енергії [138, 151]:
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У випадку однорідних станів при дійсному коефіцієнті Пуассона і незалежному від координат модулі зсуву ця характеристика зводиться до величини 
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, тобто до звичайного тангенса кута втрат матеріалу. Як було відмічено, для дослідження термомеханічної поведінки в’язкопружної панелі застосовується метод скінченних елементів з використанням варіаційного формулювання даної задачі. 

Тривимірне варіаційне рівняння енергії з відомим джерелом тепла розв'язується на тій же сітці скінченних елементів. При цьому похідна за часом 
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 не варіюється, а замінюється виразом 
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 і надалі реалізується 
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неявна схема розв’язку нестаціонарної задачі теплопровідності. 

Для порівняння вказані задачі розв'язується методом скінченних елементів з використанням класичної теорії Кірхгофа-Лява [1].

Розрахунки виконані для панелі із зовнішнім радіусом 
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. Механічні і теплофізичні характеристики матеріалу (поліетилену) наступні: модуль зсуву 
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Панель знаходиться в умовах теплообміну з навколишнім середовищем, температура якої 
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. Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і панеллю прийнятий постійним і рівним 
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Одержані числові результати представлено на Рис. 4.1– 4.4.
На Рис.4.1, 4.2 представлено амплітудно-частотні і температурно-частотні характеристики (АЧХ і ТЧХ) циліндричної панелі з шарнірно обпертими торцями в околі першого резонансу, одержані з використанням тривимірної теорії (криві 1,2) і класичної теорії Кірхгофа-Лява (криві 3,4). Залежності 1, 3 обчислені при 
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Аналогічні характеристики для випадку жорстко защемлених торців панелі представлені на Рис. 4.3, 4.4.

Аналіз результатів, приведених на Рис. 4.1– 4.4, показує, що розв’язки, одержані на основі тривимірної теорії, якісно добре узгоджуються з розв’язками, одержаними з використанням класичної теорії Кірхгофа-Лява, проте спостерігається значна відмінність результатів розрахунку в кількісному відношенні. 

Як і слід було чекати, розраховані з використанням гіпотез Кірхгофа-Лява власні частоти для обох випадків механічних граничних умов збільшуються порівняно з частотами, розрахованими з використанням просторової постановки. Проте амплітуда коливань для просторової постановки значно більша від амплітуди  коливань розрахованої по теорії оболонок. Пояснюється це більшою жорсткістю оболонки порівняно з жорсткістю просторової панелі. Проте температура дисипативного розігріву просторової панелі в обох випадках механічних граничних умов менша від температури оболонкової панелі. Пов’язано це, мабуть, зі згаданим вище збільшенням резонансної частоти, яка виступає множником при розрахунку дисипативної функції. 

Як видно з графіків на вказаних рисунках, амплітуда коливань і температура дисипативного розігріву для шарнірного обпирання значно більша від амплітуди коливань жорстко защемленої панелі. 

Тут і в подальшому в процесі розв’язку задачі четверту частину панелі нерівномірно розбивали на 128 скінченних елементів з вузловими точками. Згущення елементів проводилося в областях, прилеглих до торців циліндра. У цих елементах деформації і напруження обчислювалися в точках інтегрування Гауса, а потім проводилося усереднення їх по елементу. Це дає можливість уникнути різкого зростання дисипативної функції в околиці кутових точок панелі.

Розроблена методика дозволяє досліджувати термомеханічну поведінку не тільки циліндричної панелі, але і в’язкопружних тіл обертання з різними граничними умовами на торцях.

4.2. Вимушені резонансні коливання і дисипативний розігрів шарнірно обпертої тришарової циліндричної панелі з незалежними від температури механічними характеристиками 

В даному підрозділі одержано скінченно-елементний розв’язок тривимірної динамічної задачі про коливання і дисипативний розігрів тришарової циліндричної панелі з ізотропного в’язкопружного матеріалу при моногармонічному механічному навантаженні з врахуванням взаємодії механічних і теплових полів. Розглядається випадок, коли механічні і теплофізичні властивості матеріалу не залежать від температури. Як відмічено вище, в цьому випадку розв’язок вихідної нелінійної задачі зводиться до послідовного розв’язку трьох задач: 1) тривимірної задачі про вимушені коливання в’язкопружної циліндричної панелі при моногармонічному механічному навантаженні; 2) розрахунку дисипативної функції по відомому механічному стану тіла; 3) розв’язку нестаціонарної задачі теплопровідності з відомим джерелом тепла, яке визначається дисипативною функцією. Для моделювання механічної поведінки непружного матеріалу при моногармонічних коливаннях використовуємо концепцію комплексних характеристик, розроблену в монографіях [59, 138]. Механічні граничні умови відповідають випадку шарнірного закріплення торців циліндричної панелі.

Як і для розглянутого в попередньому підрозділі випадку одношарової панелі, одержані в даному підрозділі результати дозволяють оцінити межі застосування різного роду механічних гіпотез теорії пластин і оболонок – класичних гіпотез Кірхгофа-Лява і уточнених теорій, які враховують деформації поперечного зсуву. 

Розрахунки проведено для коливань панелі по першій згинній моді.  Для розв’язку тривимірної динамічної задачі механіки і стаціонарної задачі теорії теплопровідності використовується описаний вище метод скінченних елементів. Розглянуті тут задачі є основою для розв’язку зв'язаних задач термомеханіки з урахуванням нелінійностей, які породжуються залежністю властивостей матеріалу від температури і зв'язаністю механічних і теплових полів, а також залежністю механічних властивостей матеріалів від амплітуд деформацій або напружень. Для цього необхідно використовувати ітераційні методи, що зводять початкову істотно нелінійну задачу до послідовності розглянутих в даному підрозділі лінійних задач механіки і теплопровідності з відомим джерелом тепла. 

Розглянемо динамічну задачу про коливання і дисипативний розігрів тришарової товстостінної циліндричної панелі постійної товщини, складеної з середнього демпфуючого в’язкопружного шару і двох симетрично розташованих зовнішніх шарів. На зовнішній поверхні панелі діє рівномірно розподілений механічний тиск 
[image: image519.wmf]t

P

P

w

cos

0

=

, що змінюється по гармонічному закону з частотою, близькою до першої згинної резонансної частоти тіла. Механічні граничні умови відповідають шарнірному обпиранню торців. Розрахунки виконано для панелі із зовнішнім радіусом 
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. Механічні і теплофізичні характеристики матеріалу середнього шару наступні: 
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Зовнішні пружні алюмінієві шари з однаковою товщиною 
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 мають такі механічні та теплофізичні властивості:
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Панель знаходиться в умовах теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого рівна 
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. Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і матеріалом циліндра прийнятий постійним і рівним 
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На Рис.4.5, 4.6 представлено амплітудно-частотні і температурно-частотні характеристики (АЧХ і ТЧХ) товстої циліндричної панелі з шарнірно обпертими торцями в околі першого згинного резонансу, одержані з використанням тривимірної теорії. Ці характеристики розраховані при 
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На Рис. 4.7,4.8,4.9,4.10 показано залежності максимальної амплітуди, максимальної температури, власної частоти і коефіцієнта демпфування відповідно від товщини внутрішнього демпфуючого шару циліндричної панелі. 

Як видно з представлених графіків, структурна неоднорідність граничні умови суттєво впливають на перераховані вище динамічні характеристики товстостінної панелі.
Таким чином, запропонована методика дозволяє вивчити термомеханічну поведінку товстостінної циліндричної панелі з в’язкопружних матеріалів і дослідити вплив різних факторів на ефективність пасивного демпфування її вимушених резонансних гармонічних коливань.

4.3. Вимушені резонансні коливання і дисипативний розігрів жорстко закріпленої тришарової циліндричної панелі з незалежними від температури механічними характеристиками 

Розглядається товста тришарова циліндрична панель, середній шар якої є ізотропним в’язкопружним з незалежними від температури комплексними характеристиками, а два зовнішніх шари є пружними ізотропними. Така структурна неоднорідність широко використовується в багатьох галузях техніки для пасивного демпфування вільних і вимушених коливань елементів конструкцій. 

Для жорстко защемлених торців зміщення на них дорівнюють нулю, а на поверхнях між шарами виконуються умови контакту – рівність зміщень і напружень.

Панель знаходиться в умовах теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого Tc=200C. Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і панеллю прийнято постійним і рівним 
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На Рис.4.11, 4.12 представлено амплітудно-частотні і температурно-частотні характеристики  (АЧХ і ТЧХ) циліндричної панелі з жорстко защемленими торцями в околі першого резонансу при 
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Конкретні розрахунки проводились для товстої циліндричної панелі з указаними в попередньому підрозділі геометричними і механічними характеристиками внутрішнього і зовнішнього шарів. 
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На рис. 4.13, 4.14, 4.15, 4.16 показана відповідно залежність максимальної 
амплітуди, максимальної температури, першої власної частоти та коефіцієнта демпфування від товщини внутрішнього шару циліндричної панелі.
Як видно з представлених числових результатів, структурна неоднорідність суттєво впливає на вказані динамічні характеристики циліндричної панелі. Порівняння результатів розрахунку динамічних характеристик для шарнірного та жорсткого закріплення торців панелі свідчить про суттєвий вплив механічних граничних умов на ці характеристики. 

4.4. Вплив фізичної нелінійності першого типу на динамічні характеристики прямокутних в плані шарнірно обпертих циліндричних панелей 

Досліджується вплив фізичної нелінійності першого типу на динамічні характеристики товстої в’язкопружної циліндричної панелі з шарнірним обпиранням торців при дії на неї зовнішнього рівномірного поверхневого гармонічного тиску 
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 з частотою, близькою до першої резонансної частоти згинних коливань. Для моделювання термомеханічної поведінки в’язкопружного матеріалу використовується концепція комплексних характеристик. Фізична нелінійність обумовлена залежністю властивостей матеріалу від температури і нелінійною залежністю дисипативної функції від температури і деформацій, а також зв’язаністю механічних і теплових полів. Для розв’язку задачі використовується описана в розділі 3 ітераційна процедура в поєднанні з методом скінченних елементів. Розраховано залежності амплітуди, температури і коефіцієнта демпфування від частоти при коливаннях на першій згинній моді. Показано, що фізична нелінійність першого типу суттєво впливає на вказані динамічні характеристики. 

Для композитного матеріалу зернистої структури приведені характеристики можуть бути визначені по представлених в роботі [6] формулах:
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Тут 
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 – якщо жорсткість матриці більше жорсткості включень; 
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Відповідно до принципу відповідності [5, 48, 139] для в’язкопружних матеріалів у співвідношеннях (4.1) необхідно пружні характеристики замінити на комплексні. 

Розрахунки виконано для панелі з зовнішнім радіусом 
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. Механічні і теплофізичні характеристики матеріалу (поліетилену) наступні [145]: 
[image: image545.wmf]G

i

G

G

¢

¢

+

¢

=

, 
[image: image546.wmf]Па

T

G

6

10

)

69

,

8

968

(

×

-

=

¢

, 
[image: image547.wmf]32

.

0

=

n

 
[image: image548.wmf]Па

T

G

6

10

)

7

,

0

1

,

87

(

×

-

=

¢

¢

, 
[image: image549.wmf]3

3

/

10

936

.

0

м

кг

×

=

r

, 
[image: image550.wmf]C

м

Вт

q

0

5

.

0

=

l

, 
[image: image551.wmf]C

м

МДж

c

0

3

5

,

1

=

r

.

[image: image731.emf]0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,898 0,899 0,9 0,901 0,902

w*10

-5

, 1/c

W*10

2

,м

[image: image732.emf]0

150

300

450

600

0,898 0,899 0,9 0,901 0,902

w

*10

-5

, 1/c

T, 

0

C



Панель знаходиться в умовах теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого 
[image: image552.wmf]C
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. Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і матеріалом циліндра прийнятий постійним і рівним 
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На Рис.4.17, 4.18, 4.19  представлено амплітудно-частотні, температурно-частотні характеристики (АЧХ и ТЧХ) та коефіцієнт демпфування товстої циліндричної панелі з шарнірно опертими торцями в околі першого резонансу, отримані з використанням тривимірної теорії при 
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Суцільна лінія відповідає результатам, одержаним з використанням нелінійної теорії, а штрихова – лінійної теорії.
Вказаний вище тип фізичної нелінійності, обумовлений зв'язаність механічних і температурних полів, залежністю механічних властивостей матеріалів від температури, нелінійною залежністю дисипативної функції від температури і деформацій, породжує типовий для нелінійних систем неоднозначний характер залежності із стійкими і нестійкими гілками і нелінійним гістерезисом. Цікавою особливістю впливу вказаного типу фізичної нелінійності на термомеханічну поведінку є незвичайна для температури стрибкоподібна зміна в околиці резонансної частоти. 

Таким чином, в даному підрозділі розв’язана просторова задача про коливання і дисипативний розігрів товстої в’язкопружної циліндричної панелі з врахуванням фізичної нелінійності першого типу при шарнірному обпиранні торців. Панель навантажена рівномірним тиском, який змінюється за часом по гармонічному закону з частотою, близькою до першої згинної частоти. Фізична нелінійність обумовлена залежністю механічних властивостей матеріалу від температури, нелінійною залежністю дисипативної функції від температури і деформацій і зв'язаністю механічних і теплових полів. Для розв’язку задачі використані ітераційні процедури, що зводять початкову нелінійну задачу до послідовності лінійних задач про коливання неоднорідної в’язкопружної панелі і задач теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язування вказаних лінійних задач використано скінченно-елементний метод. Розраховано такі динамічні характеристики, як залежність амплітуди коливань, температури розігріву і коефіцієнта демпфування від частоти в околі першого резонансу. 

Результати розрахунків показали, що вказаний тип фізичної нелінійності приводить до типового для нелінійних систем характеру зміни вказаних характеристик від частоти з властивими їм неоднозначностями, стрибкоподібним перескоком з однієї вітки на іншу і нелінійним гістерезисом.

4.5. Вплив нелінійності першого типу на динамічні характеристики прямокутних в плані жорстко защемлених циліндричних панелей
Досліджується вплив фізичної нелінійності на динамічні характеристики товстої в’язкопружної циліндричної панелі з жорстким защемленням торців при дії на неї зовнішнього рівномірного поверхневого гармонічного тиску 
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 з частотою, близькою до першої резонансної частоти згинних коливань. Для моделювання термомеханічної поведінки в’язкопружного матеріалу використовується концепція комплексних характеристик. Фізична нелінійність обумовлена залежністю властивостей матеріалу від температури і нелінійною залежністю дисипативної функції від температури і деформацій, а також зв’язаністю механічних і теплових полів. Для розв’язку задачі використовується ітераційна процедура в поєднанні з методом скінченних елементів. Розраховано залежності амплітуди, температури і коефіцієнта демпфування від частоти при коливаннях по першій згинній моді. Показано, що фізична нелінійність суттєво впливає на вказані динамічні характеристики. 

Для розв’язку вказаної вище нелінійної задачі використовується ітераційна процедура, що зводить початкову нелінійну задачу до послідовності лінійних задач про коливання неоднорідного в’язкопружного тіла і задач теплопровідності з відомим джерелом тепла. Кожна з вказаних лінійних задач розв'язується методом скінченних елементів. 

Для композитного матеріалу зернистої структури приведені характеристики можуть бути визначені по представлених вище. 

Розрахунки виконано для панелі з зовнішнім радіусом 
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. Механічні і теплофізичні характеристики матеріалу (поліетилену) наступні [145]: 
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Панель знаходиться в умовах теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого 
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. Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і матеріалом циліндра прийнятий постійним і рівним 
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На Рис.4.20, 4.21, 4.22 представлено амплітудно-частотні, температурно-частотні характеристики (АЧХ и ТЧХ) та коефіцієнт демпфування товстостінної циліндричної панелі з жорстко защемленими торцями в околі першого резонансу, розраховані з використанням тривимірної теорії при 
[image: image568.wmf]5

0

0.1510

P

Па

=×

.Суцільна лінія відповідає результатам, одержаним з використанням нелінійної теорії, а штрихова – лінійної теорії. 

Фізична нелінійність породжує типовий для нелінійних систем неоднозначний характер зі стійкими і нестійкими вітками і нелінійний гістерезис. Цікавою особливістю впливу вказаного типу фізичної нелінійності на термомеханічну поведінку є незвичайна для температури стрибкоподібна зміна в околі резонансної частоти. Нелінійність приводить до істотного зміщення  частот, на яких досягається максимальний рівень коливань і температури дисипативного розігріву.
Таким чином, в даному підрозділі розв’язана фізично нелінійна просторова задача про коливання і дисипативний розігрів товстої в’язкопружної циліндричної панелі при жорсткому защемленні торців. Панель навантажена рівномірним тиском, який змінюється за часом по гармонічному закону з частотою, близькою до першої згинної частоти. Фізична нелінійність обумовлена залежністю механічних властивостей матеріалу від температури, нелінійною залежністю дисипативної функції від температури і деформацій і зв'язаністю механічних і теплових полів. Для розв’язку задачі використано ітераційні процедури, які зводять вихідну нелінійну задачу до послідовності лінійних задач про коливання неоднорідної в’язкопружної панелі і задач теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язування вказаних лінійних задач використано скінченно-елементний метод. Розраховано такі динамічні характеристики, як залежність амплітуди коливань по першій згинній моді, температури розігріву і коефіцієнта демпфування від частоти. 

Результати розрахунків показали, що вказаний тип фізичної нелінійності приводить до типового для нелінійних систем характеру зміни вказаних характеристик від частоти з властивими їм неоднозначностями, стрибкоподібним перескоком з однієї вітки на іншу і нелінійним гістерезисом.

4.6. Вплив нелінійності другого типу на динамічні характеристики прямокутних в плані шарнірно обпертих циліндричних панелей 

У даному підрозділі на основі скінченно-елементного методу розв’язана тривимірна динамічна задача термомеханіки для циліндричної панелі з в’язкопружних матеріалів і композитів на їх основі при моногармонічному механічному навантаженні з врахуванням взаємодії механічних і теплових полів. Розглядається випадок, коли механічні і теплофізичні властивості матеріалу не залежать від температури. В цьому випадку розв’язок вихідної нелінійної задачі зводиться до послідовного розв’язування трьох задач:        1) тривимірної нелінійної задачі про вимушені коливання в’язкопружної циліндричної панелі при моногармонічному механічному навантаженні;        2) розрахунку дисипативної функції по відомому механічному стану тіла;     3) розв’язку нестаціонарної задачі теплопровідності з відомим джерелом тепла, який визначається дисипативною функцією. Для моделювання механічної поведінки непружного матеріалу при моногармонічних коливаннях використовуємо концепцію комплексних характеристик, розроблену в монографіях [59, 138]. Для розв’язування тривимірної динамічної задачі механіки і нестаціонарної задачі теорії теплопровідності використовується метод скінченних елементів. 

Одержані в даному підрозділі результати дозволяють оцінити межі застосування різного роду механічних гіпотез теорії пластин і оболонок.

Розглянемо циліндричну панель з нелінійного в’язкопружного матеріалу другого типу, механічні і теплофізичні властивості якого не залежать від температури. Тіло знаходиться під дією поверхневого тиску, що змінюється по гармонічному закону, з частотою, близькою до резонансної частоти тіла. 

Вважається, що коефіцієнт Пуассона є постійним і дійсним, тобто не залежить від амплітуд деформацій. При цьому параметр Ляме 
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Для врахування залежності параметра 
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 від амплітуд деформацій використовується концепція комплексних характеристик, згідно якої цей параметр є комплексним, а його залежність від амплітуд деформацій враховується за допомогою теорії, описаної в другому розділі. Використовуючи цю теорію, матимемо 
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Тут 
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 – гамма-функція, а параметри 
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 визначаються експериментально. Наприклад, для сплаву алюмінію  Д16Т [12]    
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Теплові граничні умови відповідають конвективному теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого рівна 
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Як було вказано, для дослідження термомеханічної поведінки в’язкопружної панелі застосовується метод скінченних елементів з використанням варіаційного формулювання даної задачі. 

На зовнішній поверхні панелі діє рівномірно розподілений механічний тиск, що змінюється по гармонічному закону 
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 з частотою, близькою до першої резонансної частоти тіла, і механічними граничними умовами, що відповідають шарнірному закріпленню торців. 

Розрахунки виконані для панелі із зовнішнім радіусом 
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. Механічні і теплофізичні характеристики матеріалу наступні: модуль зсуву 
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Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і матеріалом циліндра прийнятий постійним і рівним 
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Рис. 4.23
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Рис.4.24

Для дослідження впливу нелінійності на динамічні характеристики панелі будемо вважати, що лінійному матеріалу відповідає значення 
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На Рис.4.23, 4.24 представлено  амплітудно-частотні і температурно-частотні характеристики (АЧХ і ТЧХ) циліндричної панелі з шарнірним закріпленням торців в околиці першого резонансу. Криві суцільною лінією відповідають нелінійному матеріалу другого типу, а штриховою – лінійному матеріалу. Як видно з цих малюнків, нелінійність другого типу приводить до укручення характеристик, а також впливає на величину амплітуди і температури.

[image: image736.wmf]20

60

100

140

180

0,14

0,15

0,16

0,17

0,18

[image: image594.emf]0,2

0,4

0,6

0,8

0,524 0,525 0,526 0,527 0,528

w

*10

-5

, 1/c

η*10

2


Рис.4.25

На Рис.4.25 показана залежність коефіцієнта демпфування від частоти. Як видно, нелінійність другого типу якісно і кількісно змінює характер залежності цього коефіцієнту від частоти.

Таким чином, в цьому підрозділі розглянута зв'язана динамічна тривимірна задача для циліндричної панелі з ізотропного в’язкопружного матеріалу з залежними від амплітуд деформацій механічними характеристиками при дії на неї зовнішнього тиску, що змінюється по гармонічному закону, з частотою, близькою до резонансної частоти. Розв’язок цієї задачі зведений до розв’язування послідовності трьох задач:   1) динамічної тривимірної задачі про вимушені резонансні коливання в’язкопружної циліндричної панелі з нелінійного матеріалу другого типу;    2) розрахунку дисипативної функції по відомому розв’язку задачі механіки; 3) розв’язку тривимірної нестаціонарної задачі теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язку першої і третьої задач розроблено скінченно-елементний метод. Розглядаються механічні граничні умови, що відповідають шарнірному закріпленню торців. Для цих граничних умов розраховані такі динамічні характеристики, як амплітудно–, температурно– частотні характеристики і коефіцієнт демпфування при коливаннях в околі першої згинної моди. Дано порівняння результатів розрахунків з використанням лінійної і нелінійної моделей, які свідчать про істотний вплив фізичної нелінійності на вказані динамічні характеристики.

Розроблена методика дозволяє досліджувати термомеханічну поведінку не тільки циліндричної панелі, але і в’язкопружних тіл обертання з різними граничними умовами на торцях.

4.7. Вплив фізичної нелінійності другого типу на динамічні характеристики прямокутних в плані жорстко защемлених циліндричних панелей 

У даному підрозділі на основі скінченно-елементного методу розв’язана тривимірна динамічна задача термомеханіки для циліндричної панелі з в’язкопружних матеріалів і композитів на їх основі при моногармонічному механічному навантаженні з врахуванням взаємодії механічних і теплових полів. Розглядається випадок, коли механічні і теплофізичні властивості матеріалу не залежать від температури. Задача розв’язується за допомогою викладеної в попередньому підрозділі методики. 

Розглянемо циліндричну панель з нелінійного в’язкопружного матеріалу другого типу, механічні і теплофізичні властивості якого не залежать від температури. Тіло знаходиться під дією поверхневого тиску, що змінюється по гармонічному закону, з частотою, близькою до резонансної частоти тіла. 

Як і в попередньому підрозділі,  вважається, що коефіцієнт Пуассона є постійним і дійсним, тобто не залежить від амплітуд деформацій. При цьому параметр Ляме 
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Для врахування залежності параметра 
[image: image597.wmf]m

 від амплітуд деформацій використовується концепція комплексних характеристик. Компоненти комплексного модуля зсуву в залежності від амплітуди деформацій розраховувались за формулами, наведеними в  попередньому підрозділі.

Як було відмічено, для дослідження термомеханічної поведінки в’язкопружної панелі застосовується метод скінченних елементів з використанням варіаційного формулювання даної задачі. Умови навантаження, механічні й 
ілі. 
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теплофізичні властивості матеріалу, геометричні параметри є такими ж, як і в попередньому підрозд
На Рис.4.26, 4.27 представлено амплітудно-частотні і температурно-частотні характеристики (АЧХ і ТЧХ) циліндричної панелі з жорстким защемленням торців в околі першого резонансу. Криві суцільною лінією відповідають нелінійному матеріалу другого типу, а штриховою – лінійному матеріалу. Як видно з цих рисунків, нелінійність другого типу приводить до укручення динамічних характеристик панелі, а також впливає на величину амплітуди і температури.

[image: image739.emf]
На Рис.4.28 показана залежність коефіцієнта демпфування від частоти. Як видно, нелінійність другого типу кількісно і якісно впливає на характер зміни цього коефіцієнта від частоти.

Таким чином, в цьому підрозділі розв’язана зв'язана динамічна тривимірна задача для циліндричної панелі з ізотропного в’язкопружного матеріалу з залежними від амплітуд деформацій механічними характеристиками при дії на неї зовнішнього тиску, що змінюється по гармонічному закону з частотою, близькою до резонансної частоти. 

Порівняння результатів розрахунків для шарнірного та жорсткого закріплення торців свідчить про суттєвий вплив механічних граничних умов на динамічні характеристики циліндричної панелі. 

Розроблена методика дозволяє досліджувати термомеханічну поведінку не тільки циліндричної панелі, але і в’язкопружних тіл обертання з різними граничними типами механічних умов на торцях.

4.8. Вплив фізичної нелінійності першого типу на коливання і дисипативний розігрів трансверсально-ізотропної циліндричної в’язкопружної панелі з шарнірним закріпленням торців.

В цьому підрозділі розглянуто задачу про коливання і дисипативний розігрів циліндричної панелі з трансверсально-ізотропного фізично нелінійного непружного матеріалу першого типу. Залежність дійсної та уявної частин комплексних характеристик такого матеріалу від температури досліджена в роботі [209].
Одношарова циліндрична панель. Циліндрична панель має такі геометричні характеристики: внутрішній радіус 
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. Комплексні рівняння стану для трансверсально-ізотропного матеріалу в циліндричній системі координат мають такий вигляд:
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Тут комплексні модулі 
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Для дійсних частин податливостей 
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використано наведені в [209] експериментальні дані про їх залежність від температури. З високою точністю вони апроксимувались формулами
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Уявні частини податливостей мають такі значення:
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Механічні й теплофізичні характеристики цього матеріалу мають такі значення: коефіцієнт теплопровідності 
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Коефіцієнт тепловіддачі між навколишнім середовищем і матеріалом панелі прийнятий постійним і рівним 
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На Рис.4.29 представлена амплітудно-частотна характеристика для лінійного (пунктирна лінія) та нелінійного матеріалу (суцільна лінія). 

На Рис. 4.30 показана температурно – частотна характеристика для тієї ж панелі. 



 



Залежність коефіцієнта демпфування від частоти представлена на Рис. 4.31.

Як видно з цих рисунків, фізична нелінійність суттєво впливає на вказані динамічні характеристики коливань циліндричної панелі з трансверсально-ізотропного непружного матеріалу. 

Слід відмітити, що на відміну від представленого в попередніх підрозділах, вказані характеристики є жорсткими і відхиляються від лінійних характеристик вправо. Нелінійність першого типу приводить до якісної зміни з частотою коефіцієнта демпфування. 

Тришарова циліндрична панель. Розглянемо тришарову циліндричну панель, яка складається з середнього алюмінієвого матеріалу Д16Т, та двох зовнішніх шарів з вказаного вище трансверсально-ізотропного матеріалу. Вибрані вказані вище геометричні параметри. Загальна товщина панелі дорівнює 0,02м.
Товщина середнього шару дорівнює 0,01м. Зовнішні шари мають товщину 0,005м. Аналогічні криві для ТЧХ і для коефіцієнту затухання представлено на Рис. 4.33 і Рис. 4.34 відповідно. 

Як видно з цих рисунків, фізична нелінійність має жорсткий характер і суттєво впливає на динамічні характеристик коливань тришарової панелі.

4.9. Вплив коефіцієнта теплообміну на критичне значення параметра механічного навантаження

Як вказано вище, температура дисипативного розігріву може привести до втрати функціональної здатності елемента конструкції із-за досягнення нею деяких критичних точок, які часто називають точками деградації матеріалу. Це може бути точка плавлення матеріалу, точка Кюрі для активного матеріалу, точка деструкції матеріалу, тобто люба точка, після досягнення якої матеріал в значній мірі втрачає своє функціональне призначення. Ці точки можуть бути досягнуті при деякому значенні механічного навантаження, яке назвемо критичним значенням параметра навантаження. Його величина залежить від багатьох факторів: механічних і теплових граничних умов, частоти коливань, властивостей матеріалу тощо. Для розрахунку критичного значення параметра навантаження в залежності від деякого параметра, наприклад, коефіцієнта теплообміну, потрібно зафіксувати всі інші параметри і проводить розрахунки для різних значень параметра навантаження. Те значення параметра, при якому температура дисипативного розігріву досягає точки деградації матеріалу, і буде критичним. В цьому підрозділі досліджено вплив коефіцієнта теплообміну на критичне навантаження циліндричної панелі з розглянутого в попередньому підрозділі трансверсально-ізотропного матеріалу. Як показали експерименти [209], при досягненні температурою 195 
[image: image613.wmf]C
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 властивості матеріалу різко змінюються і має місце деградація матеріалу. Цю точку і прийнято за критичну. Розрахунки проведено для розглянутої в попередньому підрозділі одношарової циліндричної панелі. У зв’язку з тим, що зміна властивостей з температурою мало впливає на максимальну температуру дисипативного розігріву, для визначення критичного значення параметра навантаження розрахунки вважаємо, що властивості матеріалу не залежать від температури. 

На Рис. 4.35 показана залежність критичного навантаження від коефіцієнта теплообміну. Очевидно, що при нульовому коефіцієнті тепло об-міну критичне навантаження дорівнює нулеві. Як видно з рисунка, спочатку критичне значення різко зростає,  потім повільно змінюється, виходячи на асимптоту, яка відповідає критичному значенню параметра при заданій   поверхні температурі. 


4.10. Вимушені резонансні коливання і дисипативний розігрів конічної панелі з незалежними від температури механічними характеристиками при різних механічних умовах 

В даному підрозділі розглянута задача про коливання і дисипативний розігрів одношарової конічної панелі з такими геометричними розмірами: радіуси основ конічної панелі 
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Вважається, що панель виготовлена з розглянутого в попередніх підрозділах трансверсально-ізотропного матеріалу. Панель навантажена гармонічним за часом зовнішнім поверхневим тиском з амплітудою 
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На Рис. 4.36, 4.37 представлено амплітудно– та  температурно– частотні характеристики шарнірно обпертої конічної панелі. 



Аналогічні характеристики для жорстко защемленої панелі представлено на Рис. 4.38, Рис. 4.39.

Як видно з представлених рисунків, механічні граничні умови суттєво впливають на величину динамічних характеристик конічної панелі.

4.11. Висновки до РОЗДІЛУ  4

В даному розділі на основі поставлених в попередніх розділах задач про коливання і дисипативний розігрів просторових непружних тіл обертання досліджено динамічні характеристики циліндричної та конічної просторових панелей при моногармонічному механічному навантаженні. Розглядається лише один тип такого навантаження – рівномірно розподілений по поверхні тіла гармонічний за часом тиск. Вивчаються амплітудно–, температурно – частотні характеристики резонансних коливань та залежність коефіцієнта демпфування від частоти з різним типом механічних граничних умов. Розглянуто два типи фізичної нелінійності: перший з них породжується залежністю властивостей матеріалів від температури та залежністю дисипативної функції від температури і деформацій; другий тип породжується залежністю механічних характеристик від амплітуд деформацій. Розглянуто задачі про коливання і дисипативний розігрів одношарових і тришарових циліндричних і конічних панелей з трансверсально-ізотропного непружного матеріалу. Для розв’язування задач використано ітераційні процедури в поєднанні з методом скінченних елементів. Досліджено вплив структурної неоднорідності та механічних граничних умов на вказані динамічні характеристики. Показано, що нелінійності обох типів та тип механічних граничних умов суттєво впливають на резонансні динамічні характеристики просторових непружних тіл обертання. 

Досліджено вплив теплових граничних умов на критичне механічне навантаження, після досягнення якого елемент конструкції втрачає своє функціональне призначення із-за досягнення температурою дисипативного розігріву точок деградації матеріалу. 

ВИСНОВКИ ДО РОЗДІЛУ I
ВИСНОВКИ ПО ЧАСТИНІ 1

1. На основі концепції комплексних характеристик подана постановка нелінійних крайових задач про вимушені гармонічні коливання і дисипативний розігрів непружних тривимірних тіл з врахуванням нелінійності, породженої залежністю механічних характеристик від температури та зв’язаністю механічних і теплових полів; 2) залежністю механічних характеристик від амплітуд деформацій.1. На основі концепції комплексних характеристик подана постановка нелінійних крайових задач про вимушені гармонічні коливання і дисипативний розігрів пасивних непружних тривимірних тіл з врахуванням нелінійностей двох типів, які породжуються 1) залежністю механічних характеристик від температури та зв’язаністю механічних і теплових полів; 2) залежністю механічних характеристик від амплітуд деформацій.
2. З використанням ітераційних методів нелінійної механіки (метод покрокового інтегрування за часом та метод змінних параметрів пружності) розв’язок вказаних нелінійних задач зведено до розв’язку послідовності лінійних задач в’язкопружності з залежними від просторових координат комплексними механічними характеристиками та задач теплопровідності з відомим джерелом тепла. 

3. Для розв’язування на кожній ітерації вказаних лінійних задач механіки й теплопровідності розроблено метод скінченних елементів, а збіжність ітераційного процесу прискорюється за допомогою алгоритму Стефенсена – Ейткена. Описаний алгоритм розв’язування нелінійних зв’язаних задач реалізовано в програмному комплексі на персональних комп’ютера.

4. З використанням вказаного підходу розв’язано нові задачі про вимушені коливання і дисипативний розігрів шарнірно обпертих та жорстко защемлених одношарових і тришарових циліндричних і конічних тривимірних панелей з врахуванням  вищезгаданих нелінійностей двох типів. 

5. Шляхом аналізу числових результатів досліджено вплив вказаних нелінійностей, геометричних параметрів, механічних і теплових граничних умов на такі основні динамічні характеристики, як амплітудно-, температурно-частотні характеристики та залежність коефіцієнта демпфування від частоти.

6. Проведено порівняльний аналіз результатів розрахунків цих характеристик з використанням гіпотез Кірхгофа-Лява і просторової постановки. Встановлена суттєва розбіжність цих результатів для достатньо товстих панелей.  

7. Вважаючи, що елемент конструкції втрачає роботоздатність при досягненні температурою дисипативного розігріву точки деградації матеріалу (наприклад, точки плавлення), досліджено вплив коефіцієнта теплообміну на критичне значення механічного навантаження, після досягнення якого втрачається функціональна здатність елемента.  
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ЧАСТИНА II. РОЗРОБКА МОДЕЛЕЙ І ЧИСЕЛЬНО–АНАЛІТИЧНИХ МЕТОДІВ ДОСЛІДЖЕННЯ ВИМУШЕНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОЛИВАНЬ ТРИВИМІРНИХ ТІЛ ОБЕРТАННЯ З НЕПРУЖНИХ П’ЄЗОАКТИВНИХ МАТЕРІАЛІВ

РОЗДІЛ 1. Постановка задачі і чисельно–аналітичних методи дослідження 

1.1. Постановка задачі. Задача про коливання і дисипативний розігрів тривимірних п’єзоелектричних тіл зводиться до розв’язку 

1) комплексних рівнянь руху та рівнянь електростатики 
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тут і в подальшому  використано відомі позначення для напружень 
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2) осередненого за період рівняння енергії 
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де 
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 – осереднена за період коливань температура, 
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 – дисипативна функція, яка визначаэться за формулою 
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Тут 
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, … – дійсна та уявна частини комплексної деформації та інших величин. 

Відповідно до концепції комплексних характеристик рівняння стану для напружень мають такий же вигляд, як  і рівняння стану для пружного матеріалу, але вони є комплексними, а дійсна та уявна частина комплексних механічних характеристик залежать від температури. 

Кінематичні рівняння в Декартові системі координат мають стандартний вигляд 
[image: image632.wmf][19]: 
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Підставляючи ці рівняння в комплексні рівняння стану, а останні в рівняння руху та рівняння енергії, одержимо нелінійну систему диференціальних рівнянь відносно комплексних зміщень та електричного потенціалу в декартовій системі координат [11, 19]:
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При використанні чисельних методів задача розв’язується в циліндричній системі координат. Рівняння електромеханіки в цій системі наведено в першому розділі.  Температура дисипативного розігріву знаходиться з розв’язку рівняння теплопровідності [11,12], яке в циліндричній системі координат має вигляд: 
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Початкові умови  запишуться таким чином:
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Граничніи умови конвективного теплообміну з оточуючим середовищем, температура якого дорівнює 
[image: image638.wmf]c
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, мають вигляд:
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Тут 
[image: image640.wmf]j
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 – коефіцієнти теплопровідності, 
[image: image641.wmf]T
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 – коефіцієнт тепловіддачі, 
[image: image642.wmf]c

 – коефіцієнт масової теплоємності матеріалу. 

Для оцінки ефективності пасивного демпфування вимушених коливань використовується інтегральна характеристика, яка є відношенням дисипованої за цикл енергії до накопиченої енергії 
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де
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У випадку  залежних від температури властивостей від температури або деформацій система рівнянь (1.5), (1.6) є складною нелінійною системою диференціальних рівнянь. 

1.2. Методи розв’язування

Для розв’язування  нелінійної  системи комплексних диференціальних рівнянь, яка  описує коливання і дисипативний розігрів п’єзоактивних просторових тіл,  використовуються описані в першому розділі вище методи. 
З використанням циліндричної системи координат введемо функціонал 
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Варіаційне рівняння 
[image: image647.wmf]0
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 представляє собою узагальнення варіаційного рівняння Лагранжа [20–22] для випадку  електров’язкопружного тіла. З цього  рівняння можна одержати систему диференціальних рівнянь електров’язкопружності. 
Для  розв’язку варіаційного рівняння 
[image: image648.wmf]0
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 використовуються описані вище 24–х вузлові шестигранні ізопараметричні елементи.

Аналогічно викладеному в розділі 1 для апроксимації напружено–деформованого стану і потенціалу в площині 
[image: image649.wmf](
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 застосовуються квадратичні алгебраїчні поліноми. Для апроксимації компонент вектора зміщень і потенціалу в окружному напрямі в кожному елементі використовуються вказані вище тригонометричні поліноми. Область, яку займає  п’єзоелектричне тіло, розбивається 
[image: image650.wmf]N

 вузловими точками на 
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 просторових елементів. При цьому припускаємо, що зміщення і потенціал в межах елементу апроксимуються виразами 
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де 
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 – вузлові значення зміщень і потенціалу, 
[image: image654.wmf]i

K

 – комбінації наведених в розділі 1 алгебраїчних і тригонометричних поліномів.

     Невідомі функції на криволінійному елементі апроксимуються вказаними вище многочленами від локальних координат 
[image: image655.wmf](
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Зміна зміщень і потенціалу в окружному напрямку апроксимується тригонометричним поліномом (трьома першими члена ряду Фур’є). 

За зміщеннями й потенціалом знаходяться деформаціх і напруденність електричного поля. Підставляючи вирази для деформацій) і напруженості електричного поля  у функціонал (1.11), з умови його стаціонарності  одержимо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно вузлових значень компонент вектора зміщень і потенціалу 
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 для окремого скінченного елементу: 
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     Вирази для коефіцієнтів цих рівнянь не  наводимо із-за їх громіздкості.

Аналогічно вищевикладеному, підсумувавши вирази (1.21) за всіма скінченними елементами, одержимо для загальної глобальної нумерації вузлів систему рівнянь, в якій інтегрування за об'ємом області замінене сумою інтегралів, взятих по об'єму окремих скінчених елементів, а інтегрування по поверхні – сумою інтегралів по поверхнях елементів, на яких задані граничні умови в напруженнях.

Одержана система алгебраїчних рівнянь розв'язується в комплексній області методом Гауса. Це дозволяє з високою точністю одержати розв’язок систем великої розмірності без порушення симетричності і стрічковості їх структури.

За знайденими вузловими значеннями зміщень визначаються компоненти тензора деформацій  і напруденність електричного поля в довільній точці елементу. 
Для розв’язку задачі теплопровідності з відомим джерелом тепла використано наведене в першому розділі варіаційне формулювання задачі в циліндричній системі координат.  Подальша техніка розв’язку задачі теплопровідності повністю співпадає з викладеним в першому розділі. 

РОЗДІЛ 2.  Дослідження впливу температури дисипативного розігріву на  динамічні характеристики вимушених резонансних коливань тривимірної циліндричної п’єзопанелі

2.1. Постановка задачі для циліндричної панелі. 

          Як уже вказувалось, система диференціальних рівнянь для циліндричного тіла наведена в монографії [   ]. Еквівалента цій системі інтегральна постановка задачі зводиться до знаходження стаціонарних точок функціоналу  (1.11). Як уже вказувалось, техніка використання чисельного методу скінчених елементів повністю співпадає з викладеним вище для випадку пасивного  матеріалу з невеликою модифікацією, пов’яза-ною з появою додаткової невідомої величини  - електричного потенціалу. 

2.2. Термоелектромеханічна поведінка циліндричної п’єзопанелі. 

       Як приклад застосування описаного вище підходу до розв’язування просторових задач термоелектров’язкопружності, дослідимо коливання і дисипативний розігрів тришарової циліндричної панелі з товщиною 
[image: image659.wmf]12

2,

Hhh

=+

 яка складається з зовнішніх п’єзошарів з товщиною 
[image: image660.wmf]1
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 з однаковими в’язкопружними властивостями і внутрішнього шару з товщиною 
[image: image661.wmf]2

h

 з пасивного матеріалу. На п’эзошари нанесено суцыльны електроди. Внутрішні електроди коротко замкнуті. До зовнішніх електродів підводиться різниця потенціалів 
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 Шарнірно оперті торці панелі вільні від механічного навантаження. Із-за симетрії навантаження і граничних умов при розв’язуванні задачі розглядаємо четвертину панелі з умовами симетрії 
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 при 
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 при 
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 Розрахунки проведено для панелі, зовнішні шари якої виготовлено з п’єзокераміки 
[image: image667.wmf]65
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 з радіальной поляризацією, а внутрішній шар – алюмінієвий. Навантаження  панелі, її геометричні і фізико-механічні  властивості характеризуються такими параметрами:
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Коефіцієнт теплопровідності й густина матеріалу зовнішнього шару мають такі значення: 
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l

=×°

, 
[image: image671.wmf]43

0,7510êã/ì.

r

=×

 Коефіцієнт тепловіддачі між зовнішнім середовищем й панеллю є постійним 
[image: image672.wmf]2
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Комплексні характеристики для вказанного матеріалу наведено в [8]. Їх залежність від температури апроксимується поліномами другого ступеня:
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Для уявних складових податливостей маємо рівності:
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Комплексні характеристики 
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 діелектричні  проникливості 
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На рис. 2.1, 2.2  показана частотна залежність радіальної компоненти вектора зміщень і стаціонарної температури в точках серединної поверхні, яка лежить в перерізі 
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 Тут крива 1 відповідає  розрахунку по нелінійній теорії а крива 2 – по лінійній зв’язаній теорії. Як видно, врахування вказанної нелінійності приводить до типового для нелінійних систем характеру залежності амплітуди коливань і температури від частоти, коли ці залежності мають нелінійний гістерезис і перескоки з однієї вітки на  другу при русі в сторону збільшення частоти та при русі в сторону її зменшення. 
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Рис. 2.2
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Рис.2. 1

                     ВИСНОВКИ ПО ЧАСТИНІ 2.

На основі концепції комплексних характеристик подано постановку зв’язаної нелінійної крайової задачі термоелектров’язкопружності про вимушені гармонічні коливання і дисипативний розігрів непружних тривимірних п’єзоелектричних тіл обертання з врахуванням нелінійності, викликаної залежністю механічних та електромеханічних характеристик від температури. За допомогою ітераційного методу розв’язок указаної нелінійної задачі зведено до розв’язку лінійних задач електров’язко-пружності й задач теплопровідності з відомим джерелом тепла. Для розв’язування вказаних лінійних задач електромеханіки й теплопровідності розроблено метод скінченних елементів. З використанням описаного підходу дано розв’язок зв’язаної нелінійної задачі термоелектров’язкопружності  про вимушені гармонічні коливання і дисипативний розігрів шарнірно закріпленої тришарової циліндричної панелі. Дано аналіз числових результатів та досліджено вплив нелінійності на амплітудно- і температурно-частотні характеристики.
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                                         ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ

В монографії представлено математичні моделі та методи дослідження вимушених резонансних коливань і температури дисипативного розігріву тривимірних просторових тіл обертання з непружних пасивних та п’єзоактивних  матеріалів з врахуванням впливу нелінійності. Основні результати роботи полягають у наступному: 

1. На основі концепції комплексних характеристик подана постановка нелінійних крайових задач про вимушені гармонічні коливання і дисипативний розігрів непружних тривимірних тіл з врахуванням нелінійності, породженої 1) залежністю механічних та електромеханічних характеристик від температури та залежністю дисипативної функції від температури та деформацій; 2) залежністю механічних характеристик та дисипативної функції від амплітуд деформацій.

2. З використанням ітераційних методів нелінійної механіки (метод покрокового інтегрування за часом та метод змінних параметрів пружності) розв’язок вказаних нелінійних задач зведено до розв’язку послідовності лінійних задач в’язкопружності з залежними від просторових координат комплексними механічними та електромеханічними характеристиками та задач теплопровідності з відомим джерелом тепла. 

3. Для розв’язування на кожній ітерації вказаних лінійних задач механіки й теплопровідності розроблено метод скінченних елементів, а збіжність ітераційного процесу прискорюється за допомогою алгоритму Стефенсена –Ейткена. Описаний алгоритм  розв’язування нелінійних зв’язаних задач реалізовано в програмному комплексі на персональних комп’ютера.

4. З використанням вказаного  підходу розв’язано нові задачі про вимушені коливання і дисипативний розігрів шарнірно обпертих та жорстко защемлених одношарових і тришарових циліндричних тривимірних панелей з врахуванням  не лінійності, породженої залежністю механічних та електромеханічних характеристик від температури та залежністю дисипативної функції від температури і деформацій. 

5. Шляхом аналізу числових результатів досліджено вплив нелінійності, геометричних параметрів, механічних і теплових граничних умов  на  такі основні динамічні характеристики вимушених резонансних коливань, як амплітудно–, температурно–частотні характеристики та залежність коефіцієнта демпфування від частоти.
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Диаграмма4
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Лист1

				шарнир

				р = 0.2*10+5

				w = 0.2921*10+5

				АЧХ

		частота				WKOL  D+05				0.14		0.141		0.142		0.143		0.144		0.145		0.146		0.147		0.148		0.149		0.15		0.151		0.152		0.153		0.154		0.155		0.156		0.157		0.158		0.159		0.16		0.161		0.162		0.163		0.164		0.165		0.166		0.167		0.168		0.169		0.17		0.171		0.172		0.173		0.174		0.175		0.176		0.177		0.178

		амплитуда				D-04				0.0813		0.085		0.0892		0.0939		0.0991		0.105		0.112		0.119		0.128		0.138		0.15		0.165		0.182		0.203		0.23		0.264		0.307		0.362		0.427		0.487		0.512		0.481		0.416		0.349		0.293		0.249		0.215		0.188		0.167		0.149		0.135		0.122		0.112		0.103		0.0957		0.0891		0.0832		0.0779		0.0732

		температура								22.7		23		23.3		23.7		24.2		24.8		25.5		26.3		27.4		28.7		30.5		32.7		35.8		40		46		54.7		67.7		87.2		115		146		164		152		122		94		73.3		59.2		49.6		43.1		38.4		35.1		32.5		30.6		29.1		27.9		26.9		26.2		25.5		25		24.5

		частота				WKOL  D+05				0.14		0.141		0.142		0.143		0.144		0.145		0.146		0.147		0.148		0.149		0.15		0.151		0.152		0.153		0.154		0.155		0.156		0.157		0.158		0.159		0.16		0.161		0.162		0.163		0.164		0.165		0.166		0.167		0.168		0.169		0.17		0.171		0.172		0.173		0.174		0.175		0.176		0.177		0.178

		температура								22.7		23		23.3		23.7		24.2		24.8		25.5		26.3		27.4		28.7		30.5		32.7		35.8		40		46		54.7		67.7		87.2		115		146		164		152		122		94		73.3		59.2		49.6		43.1		38.4		35.1		32.5		30.6		29.1		27.9		26.9		26.2		25.5		25		24.5
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Диаграмма3
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Лист1

				Жёсткое

				р = 0.75*10+5

				w = 0.2921*10+5

				АЧХ

		частота				WKOL  D+05				0.26		0.261		0.262		0.263		0.264		0.265		0.266		0.267		0.268		0.269		0.27		0.271		0.272		0.273		0.274		0.275		0.276		0.277		0.278		0.279		0.28		0.281		0.282		0.283		0.284		0.285		0.286		0.287		0.288		0.289		0.29		0.291		0.292		0.293		0.294		0.295		0.296		0.297		0.298		0.299		0.3		0.301		0.302		0.303		0.304		0.305		0.306		0.307		0.308		0.309		0.31		0.311		0.312		0.313		0.314

		амплитуда				D-04				0.0373		0.0385		0.0398		0.0412		0.0428		0.0444		0.0462		0.0481		0.0503		0.0526		0.0551		0.0578		0.0609		0.0643		0.068		0.0723		0.077		0.0824		0.0884		0.0954		0.103		0.112		0.123		0.135		0.148		0.162		0.177		0.19		0.199		0.201		0.196		0.186		0.172		0.157		0.143		0.13		0.118		0.108		0.0991		0.0913		0.0846		0.0786		0.0734		0.0688		0.0647		0.061		0.0577		0.0547		0.052		0.0495		0.0473		0.0452		0.0433		0.0415		0.0399

		температура								21.5		21.5		21.6		21.7		21.8		22		22.1		22.3		22.5		22.7		23		23.3		23.6		24		24.4		25		25.6		26.4		27.3		28.4		29.8		31.5		33.6		36.3		39.5		43.3		47.5		51.5		54.5		55.4		53.9		50.4		46.1		41.8		37.9		34.7		32.1		30		28.4		27.1		26		25.2		24.5		23.9		23.4		23		22.7		22.4		22.2		22		21.8		21.7		21.5		21.4		21.3

		частота				WKOL  D+05				0.26		0.261		0.262		0.263		0.264		0.265		0.266		0.267		0.268		0.269		0.27		0.271		0.272		0.273		0.274		0.275		0.276		0.277		0.278		0.279		0.28		0.281		0.282		0.283		0.284		0.285		0.286		0.287		0.288		0.289		0.29		0.291		0.292		0.293		0.294		0.295		0.296		0.297		0.298		0.299		0.3		0.301		0.302		0.303		0.304		0.305		0.306		0.307		0.308		0.309		0.31		0.311		0.312		0.313		0.314

		температура								21.5		21.5		21.6		21.7		21.8		22		22.1		22.3		22.5		22.7		23		23.3		23.6		24		24.4		25		25.6		26.4		27.3		28.4		29.8		31.5		33.6		36.3		39.5		43.3		47.5		51.5		54.5		55.4		53.9		50.4		46.1		41.8		37.9		34.7		32.1		30		28.4		27.1		26		25.2		24.5		23.9		23.4		23		22.7		22.4		22.2		22		21.8		21.7		21.5		21.4		21.3
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Лист1

				Жёсткое

				р = 0.75*10+5

				w = 0.2921*10+5

				АЧХ

		частота				WKOL  D+05				0.26		0.261		0.262		0.263		0.264		0.265		0.266		0.267		0.268		0.269		0.27		0.271		0.272		0.273		0.274		0.275		0.276		0.277		0.278		0.279		0.28		0.281		0.282		0.283		0.284		0.285		0.286		0.287		0.288		0.289		0.29		0.291		0.292		0.293		0.294		0.295		0.296		0.297		0.298		0.299		0.3		0.301		0.302		0.303		0.304		0.305		0.306		0.307		0.308		0.309		0.31		0.311		0.312		0.313		0.314

		амплитуда				D-04				0.0373		0.0385		0.0398		0.0412		0.0428		0.0444		0.0462		0.0481		0.0503		0.0526		0.0551		0.0578		0.0609		0.0643		0.068		0.0723		0.077		0.0824		0.0884		0.0954		0.103		0.112		0.123		0.135		0.148		0.162		0.177		0.19		0.199		0.201		0.196		0.186		0.172		0.157		0.143		0.13		0.118		0.108		0.0991		0.0913		0.0846		0.0786		0.0734		0.0688		0.0647		0.061		0.0577		0.0547		0.052		0.0495		0.0473		0.0452		0.0433		0.0415		0.0399

		температура								21.5		21.5		21.6		21.7		21.8		22		22.1		22.3		22.5		22.7		23		23.3		23.6		24		24.4		25		25.6		26.4		27.3		28.4		29.8		31.5		33.6		36.3		39.5		43.3		47.5		51.5		54.5		55.4		53.9		50.4		46.1		41.8		37.9		34.7		32.1		30		28.4		27.1		26		25.2		24.5		23.9		23.4		23		22.7		22.4		22.2		22		21.8		21.7		21.5		21.4		21.3

		частота				WKOL  D+05				0.26		0.261		0.262		0.263		0.264		0.265		0.266		0.267		0.268		0.269		0.27		0.271		0.272		0.273		0.274		0.275		0.276		0.277		0.278		0.279		0.28		0.281		0.282		0.283		0.284		0.285		0.286		0.287		0.288		0.289		0.29		0.291		0.292		0.293		0.294		0.295		0.296		0.297		0.298		0.299		0.3		0.301		0.302		0.303		0.304		0.305		0.306		0.307		0.308		0.309		0.31		0.311		0.312		0.313		0.314

		температура								21.5		21.5		21.6		21.7		21.8		22		22.1		22.3		22.5		22.7		23		23.3		23.6		24		24.4		25		25.6		26.4		27.3		28.4		29.8		31.5		33.6		36.3		39.5		43.3		47.5		51.5		54.5		55.4		53.9		50.4		46.1		41.8		37.9		34.7		32.1		30		28.4		27.1		26		25.2		24.5		23.9		23.4		23		22.7		22.4		22.2		22		21.8		21.7		21.5		21.4		21.3
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		линейная		амплитуда				*10-4																																																																																																										0.096		0.0994		0.103		0.107		0.111		0.116		0.121		0.126		0.132		0.139		0.146		0.153		0.162		0.171		0.181		0.192		0.204		0.217		0.23		0.244		0.259		0.272		0.283		0.292		0.296		0.296		0.292		0.283		0.271		0.257		0.242		0.227		0.213		0.199		0.187		0.175		0.164		0.154		0.146		0.138		0.13		0.123		0.117		0.112		0.107		0.102		0.0973		0.0933		0.0895		0.086		0.0827

		нелинейная		амплитуда																														0.045		0.046		0.047		0.048		0.049		0.05		0.051		0.052		0.053		0.054		0.055		0.056		0.057		0.058		0.059		0.06		0.061		0.062		0.063		0.064		0.065		0.066		0.067		0.068		0.069		0.07		0.071		0.072		0.073		0.074		0.075		0.076		0.077
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				температура										22.4		22.6		22.8		23		23.3		23.6		23.9		24.3		24.7		25.2		25.8		26.5		27.2		28.1		29.2		30.4		31.8		33.4		35.2		37.2		39.5		41.8		44		46		47.4		48.1		47.9		47		45.4		43.4		41.2		39		36.8		34.9		33.2		31.7		30.3		29.2		28.2		27.3		26.6		26		25.4		24.9		24.5		24.1		23.8		23.5		23.2		23		22.8

																																		\
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